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原作 者 序 


变 分 法 是 时 瑜 极 大 极 小 周 题 的 数学 分 支 。 有限 个 变数 的 极 什 
间 题 通常 是 微 积分 学 研究 的 对 象 ， 而 变 分 法 所 处 理 的 期 是 画 数 的 
栗 数 , 朗 活 画 的 极 储 悦 题 。 

毫 无 疑问 ， 极 值 膨 是 这 一 请 题 富有 数学 的 趣味, 但 作者 认为 朗 , 
分 法 的 特点 在 于 它 的 广 活 应用。 一 方面 ,通过 Ealer 方程 的 联系 ， 
变 分 法 以 它 与 微分 方程 的 关系 作为 基础 ， 构 成 了 物理 学 上 的 种 种 
变 分 原理 。 在 这 个 意义 下 , 变 分 法 就 成 为 物理 学 理论 的 不 可 缺少 
的 杂 成 部 分 。 作 为 其 他 方面 的 应 用 , 奕 分 法 通过 “ 殖 接 解法 ” 画 成 
为 近 仆 计 算 的 有 效 方 法 。 这 种 应 用 比较 新 颖 , 它 的 范围 目前 正在 
不 断 地 扩大 。 | 

本 书 原来 打算 从 变 分 法 的 基础 理论 开始 ， 一 将 到 苇 些 应 用 为 
企 的 各 个 方面 都 作 介 克 ,但 因 篇 幅 的 限 悦 ,所 以 很 难 脱 已 痉 使 这 个 
意图 完 双 实现 。 为 了 增加 内 容 , 书 中 没有 拘泥 于 数学 的 严密 性 ,而 
是 力求 中 肯 极 要 。 关 于 解 的 存在 的 证 明 , 原则 .上 不 子 涉 及 。 所 窒 
述 的 “直接 解法 ”也 只 限于 与 近似 计算 有 关 的 部 分 。 虽然 物理 学 .上 
的 很 多 变 分 原理 是 物理 学 的 一 部 分 而 没有 加 以 深入 庄 论 ， 但 这 当 
然 不 是 对 这 一 部 分 有 所 轻 祝 。 原来 全 想 举 极 多 例子 , 但 因 篇 申 关 
条 未 能 如 愿 。 另 一 方面 ,关于 使 极 值 在 实际 上 上 成 为 极 小 的 条 件 ,以 
及 把 最 大 值 归 灶 为 最 小 值 的 相反 定理 等 内 容 ; 从 应 用 有 的 观点 来 看 ， 
应 认为 已 作 了 相当 群 和 的 讨论 了 。 
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第 1 章 极 值 问题 


出 于 变 分 法 是 处 理 极 大 极 小 等 极 值 问题 的 一 种 方法 ,因此 ,我 
们 把 有 关 普 通 画 数 极 值 间 题 的 一 些 基本 事项 都 收集 在 这 一 章 里 ， 
作为 研究 变 分 法 的 准备 。 现在 先 银 述 一 些微 分 学 与 线性 代数 的 
知识 。 


各 


$ 1 二 次 整 式 的 极 值 阅 题 
考虑 勾 个 实 变数 由，…， wu 的 二 次 整 式 ， 
JTW) = Dom 2 Qh go, (LD 


这 里 系数 gp，Q1， Go 是 实数 ， 而 生 障 (Qk) 是 对 称 的 (Qt 二 am) 。 
wa an 集合 起 来 看 作 是 一 个 矢量 , 记 为 4。 
如 果 4，…, un 通过 所 有 实数 值 而 变化 时 , J (w) 有 最 小 值 ， 


， 虽 给 出 J (Ww) 最 小 值 的 Wi Wn 的 值 , 依 微 分 学 教程 ， 部 作为 各 个 


方程 的 方程 组 


> Co (= 工 ， n) (1.2) 


的 解 而 彼 葵 定 。 车 和 矩 障 (a4w) 的 行 刘 式 4 的 值 不 为 0, 则 满足 (1.2) 


的 三 us 存在 且 啤 一 确定 ， 但 相应 的 7 的 值 就 不 限定 是 最 小 
值 。 可 能 是 最 大 值 ,也 可 能 色 不 是 最 大 值 也 不 是 最 小 值 ,而 是 所 谓 
壕 点 值 。 把 和 们 总 称 为 逼 留 (stationary) 值 。 

今后 总 是 将 和 矩阵 (aww) 的 送 陈 记 作 (at) ， 它 也 是 对 称 障 。 于 是 
(1. 允 的 解 由 下 式 符 出 : 


. _ 地 
人 一 之 CHiKGE 。 (1.3) 


2 ”第 l 章 极 值 间 着 
若 将 此 式 代 入 坟 . 卫 ,立刻 就 会 知道 
J 加 = 一 袜 wues+m (1.4) 


是 v 的 逗留 值 。 称 及 为 怠 留 点 。 
为 了 讨论 J (实际 上 是 和 否 为 最 小 值 , 计 


wi (t=1,.…, n), . (1.D 
利用 二 ww 满足 (1.2) 这 一 事实 ,就 有 
J 2) 一 (WU) = = > 1 CO Oy» _ ( 工 .6) 


所 以 问题 就 妇 烙 为 二 次 形式 (1. 8 或 矩阵 (cn) 的 性 质 的 讨论 。 要 
使 (如) 成 为 (狭义 的 ) 最 小 值 ,其 必要 而 充分 的 条 件 是 : (1.6) 对 于 
任何 的 “ 变 分 ”6w，…, 8w,( 但 3u 不 他 为 0) 都 是 正 的 ,也 就 是 短 
阵 (cz) 为 正定 的 。 | 

同样 , 要 使 7 (W@W) 成 为 最 大 值 ， 其 必要 而 充分 的 条 件 是 (law) 为 
负 定 的 。 一 般 , 因 为 7 (w) 的 最 大 值 就 是 一 了 ( 纪 ) 的 最 小 值 , 所 以 没 
有 分 别 考 虑 的 必要 ， 以 下 主要 只 讨论 最 小 值 。 


52 化 成 对 角 型 


“全 樟 性 代数 的 理 瞪 ， 任 意 的 二 次 形式 都 能 乱 适 当 的 简 性 突 换 
化 成 对 角 型 。 就 上 述 情形 来 讲 ,施行 适当 的 线性 变换 


w= DY em (一 (9. 
就 能 使 (1. 了 的 二 次 项 中 仅 出 现 吕 形式 的 项 ,而 成 为 。 
J (U) =I(V) = > 和 ?十 2 > vr-mo 。 (2.2) 


如 果 原 来 的 矩阵 (am) 的 行 烈 式 不 为 0， 旭 和 ，… ,和 也 都 不 
为 0，I(v) 的 逗留 值 条 件 与 (1.2) 同样 就 成 为 


一 充 和 oo 十 =0 (=1 ,Nn), (2.3) 


$3 进入 和 值 的 计算 3 
车 将 它 的 解 w=%= 一 Ka/ 代入 (2.2) , 则 z 


I (B) 一 aa -习作 (2.4) 
就 是 逗留 值 。 
因为 相当 于 (1.6) 的 式 子 是 
To) IBD) = EM, (2.5) 


所 以 ,所 有 的 和 1,，…, 和 都 为 正 [ 负 ] 就 是 使 如 成 为 最 小 [大 ] 点 的 
"条件 , 而 在 其 他 的 情形 期 成 为 鞍点 。 鞍点 也 可 以 有 各 种 不 同 的 情 
形 , 为 了 区 别 它 的 种 类 , 就 要 用 到 型 数 (type number) (也 称 为 指 
数 index) 。 所 谓 型 数 就 是 和 1，…， 入 中 负数 的 数目 。 这 样 , 过 
留 点 能 分 为 型 数 各 为 0, 1，…, n 的 类 。 型 数 为 0 的 逗留 点 是 最 
小 点 ,型 数 为 的 逗留 点 是 最 大 点 。 至 于 鞍点 , 它 共 有 "一 1 种 ,其 
型 数 分 别 为 1,2, …，(n 一 1)。 

台数 是 不 安 量 ,而 生 不 依 亲 于 所 用 的 兴味 变 斤 (2. 攻 ， 用 其 他 
的 弹性 变换 把 了 (4) 化 成 (2.2) 那 样 的 对 角 型 也 是 可 能 的 ,此 时 ,一 
通 褒 来 入, …, hs 也 咸 为 不 同 的 数 了 ,但 型 数 仍 是 不 变 的 。 这 就 是 

二 次 形 式 中 科 称 为 惯性 律 的 定理 。 


$3 到 留 值 的 盾 算 


于 留 值 J (u) 虽然 由 (CL.4) 积 出 ， 但 这 个 式 子 对 于 计算 来 说 并 
不 一 定 方便 。 在 实际 计算 时 , 艾 如 用 消去 法 就 要 好 些 。 将 (1. 了 1) 变 
为 间 
J (2) 一 元 (aiat5 十 G12Wa 十 … 十 Gintln 十 Ci) 2? 
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' a CH 
中 > (a — SE un +2 > (a 一 -ac ja 
= 个 、 Wil $= 人 & 


+ go—-， / (8.D, 


4 第 1 章 极 值 问题 ' 

第 一 行 被 表示 成 一 次 式 的 三 方 的 形状 , 旦 能 写成 (v1 十 40)3/@y 的 
形式 。 第 二 行 以 下 不 含 足 标 I。 继续 用 这 个 方法 , 7 (0 就 被 化 成 
对 角 型 ,其 糙 果 是 


T (00) = 了 TO) = te 
22 


mw 


变数 w,， 系数 at? 等 依 下 列 公 式 有 睹 次 计算 : 


1) CD ， 1 。 
afp’ 一 GHz， Qt — tt, 09" 一 Go (2， 在 -1， 1); 


+ (Wnt a ) ?+ao, (3.2) 


Cr tr) (ry fm 
Cir ， Wi Wr 
oD = — oD ~ 
rr Wrr | 
(3.2) 
DD) _ [at )]? 本 :1 。 
CO — Qf CC (2 ， 2 一人 六 十 be ” n); 


(r=1, 2,..……, n),， 


l Vr=a Tat 二 aU (8.4) 
“从 (3. 入 并 齐 知道 7 的 逗留 点 为 z < 
bi 一 一 op (C=1,...,n), (8.85) 
而 扣留 值 蚌 z 。 
J (WD =-aP， “| (3.6) 


为 了 求 出 & 他， 只 要 按 Wny Unis “"*, WU 的 顺序 来 解 (3.4) 就 可 以 了 ， 
让 . 


Qn = Dn 二 一 a 》 
On nn = 一 0 各 各 一 GD ， (8.7) 
af 一 0 人 一 gs — 一 Ca 。 
以 上 的 计算 最 后 是 与 对 和 托 阵 
ITT ** CtnCi 
Caanda 

| (8.8) 

“ Cnntn 


~、 - wo 


84 和 尔 基 如 法 5 
施用 Gauss 消去 法 完全 相同 的 。 
重要 的 是 了 (8W) 从 (3.6) 立 到 可 求 出 , 井 不 需要 经 过 上 先 求 出 二 
再 把 它 代入 7 (ww) 式 中 这 一 -过 程 。 实 际 上 , 计算 溪 留 值 了 ( 雇 要 此 
计算 逗留 点 如 容易 得 多 。 此 外 , 在 上 述 计 算 中 适当 地 选取 足 标 
要 的 。 
: 584 条 量 记 法 
“上 面 的 问题 使 用 矢量 记 法 就 能 简单 地 表述 出来。 两 个 矢量 
到 一 (2 ， ”yy Un) ,VD = (01 ， """, wv,) 的 内 积 用 


(WU, V) = vi , (4.1) 
来 表示 ,因此 (1.1) 能 写成 . | 
- 7 (2 一 (2 Au) 十 2(CE，2) 十 co， . (4.2) 
` 其 中 4 表示 短 阵 (cu) 。 逗 留 点 的 条 件 (1 .2) 变 为 : 
Au-+a=0., "(4.8) 


这 由 
0=67 (U) = (6u, Au) + (4, Adu) +2(a, 6u) 
=2(6¢, Au +-a) (4.4) 
”对 于 任意 的 变 分 4 都 成立 这 一 事实 也 会 明了 。 (4.3) 的 解 就 是 
(1.8) , 朗 ， | 
- WU-U=—A'ga, . (4.5 
这 留 值 (. 勾 成 为 : 
J(WD=— (a, A-lg) 十 co， (4.6) 
4 一 表示 4 的 逆 阵 。 前 节 所 述 的 计算 法 总 的 瑶 来 不 外 乎 是 计算 
“”(@, 4-!1@) 这 样 形状 的 数 。 前 节 的 精 果 已 说 明 在 求 出 这 个 数 时 , 才 
无 实际 作出 4 一 的 必要 。 
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85 固有 值 问 题 


在 有 关 二 次 形式 的 许多 重要 问题 中 ,有 求 与 1. 了) 不 同形 式 的 
式 子 


~ > Cw , 
_ 1 _ AWu) 
J (0) i Be) (5.1) / 
的 最 小 值 ,或 者 一 般 的 逗留 值 的 因 题 。 发 4= (am) , B 一 (bw) 为 对 
称 障 , 且 设 B 为 正 值 的 。 


(5.) 是 关于 和 的 0 次 章 次 式 。 色 用 任意 的 数 和 来 乘 刀 ， 
了 (Ww) 的 值 部 不 变 。 因 此 ， 开始 就 附 只 条 伯 
六 bool = (U, BU) = (8. 2) 
来 考虑 也 无 妨碍 ， 地 的 
在 儿 何 学 中 象 求 椭圆 体 最 小 (大 ) 后 径 的 问题 就 是 它 的 特殊 情形 。 
照例 ,过 留 条 件 是 


入 = 0 《1 由， (5.8) ， 
将 (5.1) 写 成 
: >2 Dp) (1 ) =- 一 名 CU (5 .4) 
对 上 微分 ， 并 利用 (5.3) 就 能 得 到 作为 逗留 点 =& 的 条 件 
> (a — Nb) Wg=0, | z (6.8 
A=J (WU)., 
z 这 区 能 写成 


488 一 入 Bt。 (5.6) 
(5.5) 有 解 的 条 件 是 
det (cx 一 和 px) 一 0。 | (5B.”7) 
这 里 det (aw) 表示 短 障 (cu) 的 行列 式 。 


$ 6 固有 值 的 最 大 最 小 性 。 7 
(5.5) 或 (5.6) 就 是 所 襄 固 有 什 阅 题 的 表达 式 。 辕 有 信和 作为 
% 次 方程 (5.7) 的 根来 确定 。 由 于 假定 BB 是正 值 答 障 ,所 以 固有 值 
都 是 实数 。 这 时 对 于 各 个 固有 值 入 = 入 , 就 确定 了 满足 (6.6) 的 实 

“固有 矢量 ”Ut 一 U0。 对 此 因 有 
J (U) = : (5.8) 
所 以 45.5) 的 第 二 式 为 第 一 式 的 当然 项 果 , 即 固有 值 和 恰好 就 是 在 

逗留 点 纪 处 J 的 远 留 值 。 
此 外 ， 还 常常 将 固有 矢量 在 (5.2) 成 立 的 情况 下 来 加 以 规范 
化 。 


$ 6 固有 值 的 最 大 最 小 性 | 


按照 固有 值 问 题 的 理论 , 固有 值 恰 好 有 % 个 ,能 把 它们 排 鹿 

如 下 : 

和 Nia (6.1) - 

对 于 各 个 固有 值 六， 有 固有 矢量 4 与 它 对 应 ， 而 能 使 其 满足 下 
式 : - 


grt BN -分 1 (=h)， 6.2 
: (u ), Bu) -6 Ci 站 《6 .2) 
任意 的 矢量 妈 能 用 { 站 展开 如 下 : 
> ED - (6.3) 

展开 系数 名 依 (6.2) 由 
&= (Ud, Bu) | (6.4) 

确定 。 因而 有 : 

(W, Bu) 一 之 经 ， (6.5) 


Au'd = MBu®, (6.6) 
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利用 (6.2) , (6.3) 能 得 出 
(a, AW) — 2 NE?. (6.7) 

在 条 件 (5.2) 下 求 65. 了 1) 的 最 小 值 或 一 般 逗 留 值 的 问题 ， 如 果 
利用 系数 蕉 } 来 表述 的 应 ， 就 归 灰 为 在 (6.5) 等 于 1 的 条 件 下 求 
(6.7) 的 最 小 值 (逗留 值 ) 问题 。 由 此 立刻 知道 最 小 的 固有 值 Xi 实 ， 
际 是 .7(e) 的 最 小 值 , 而 最 大 的 固有 值 x, 是 7 (Ww) 的 最 大 值 。 

其 他 的 固有 值 一 般 说 来 不 是 最 小 值 也 不 是 最 大 值 ， 但 通过 如 
下 的 工作 , 能 把 它们 作为 某 种 景 大 最 小 问题 的 解 来 表 出 。 今 除 了 
条 件 (5.2) 以 外 ,再 附加 (7 一 了) 个 线性 齐 次 条 件 ( 称 这 些 为 移 东 ) : 

K(W) 一 da 十 十 Go-0 (i=1,.…, 7—1), (6.8) 
考虑 在 这 些 葛 束 下 求 [5.1 的 最 小 值 问题 。 著 将 (6.3) 代入 
(6.8) , 且 用 系数 { 引 来 写 出 (6.8) 的 话 , 就 得 到 关于 {E10 的 同样 的 
(7 一 4) 个 线性 齐 次 条 件 。 适当 地 选取 后 ，…, 后 的 比 , 已 全 各 :3 
一 … 一 6 一 0, 必 能 使 这 些 条 件 得 到 满足 。 若 更 适当 地 取 5,…，, &， 
的 值 ,还 能 使 (6.5) 的 值 为 1。 因 为 (6.7) 的 值 不 比 和 大 , 故 将 所 考 
上 谍 的 最 小 值 记 为 m[Ki,…, ,1], 卓 有 

m[EKy, :…, K,1]<N,. : $6 9) 

如 果 采 用 所 一 … 二 ,1 一 0 作为 另外 的 约束 , 划 所 考虑 的 最 小 
值 显然 等 于 和 。 因 此 用 所 有 的 方法 来 取 Ki,…, KK,_i 时 , m[K,， 
…, 五 -可 的 最 大 值 恰 好 是 。 这 样 一 来 , 和 就 等 于 在 7 一 1 个 区 
束 下 的 7 (w) 的 最 小 值 的 最 大 值 ， 这 称 为 最 大 最 小 值 原理 (maxi- 
mum-minimum principle),. 

作为 这 个 原理 的 一 例 , 就 莉 明 如 下 的 定理 : 屋 在 (5.1) 以 外 ,有 相同 形式 


的 图 数 ” 


_ (wu, Aiu) 
Ja = rR (6.10) 


且 0<41<4, Bi>B>0。 朗 采 对 于 所 有 的 矢量 u*0, 下 列 各 式 都 成 立 : 
0< (ay dv) Eu Au), (u, Biu) > (uy Bu) >0, (6.J1) 


88 温 留 值 本 9 
则 五 的 固有 值 不 比 同 故 号 的 了 的 固有 值 大 。 这 是 因为 (wu) 过 J (ww) ,所 以 
对 于 同样 的 约束 Kl, ”了 kris 有 mi[Ki， "9 Ky.1 <m[K1, "9 Kr-1); 
因此 对 于 两 边 的 最 大 值 ,同样 的 不 等 式 也 是 成 立 的 。 


$7 一般 画 数 的 最 小 值 与 极 小 值 


以 上 考虑 了 二 次 整 式 (1.1) 及 两 个 二 次 形式 的 比 (5.1) 的 最 小 
.和 值 (这 留 值 ) ,下 面 考 虑 更 一 般 的 函数 . 
J (WU) = (U1, , Wn) C.D) 
的 同样 周 题 , 但 发 内，…， w 是 实数 且 属 于 准 空 间 BR, 的 某 个 变 
. 域 也 , 而 7 的 值 也 是 实数 。 
显然 ,所 谓 点 &= 和 为 了 的 最 小 点 ,或 在 & = 下 处 了 取 最 小 值 ， 
就 是 指 对 于 所 有 的 WED, J (OO>.7(0D 者 成立。 此 时 ,对 于 化 关 六 ， 
如 果 J 了 ( 纪 > 了 GD， 则 五 是 狭义 (proper) 的 最 小 点 ,否则 是 广义 
(improper) 的 最 小 点 。 在 §1 中 所 处 理 的 二 次 整 式 (1.1), 如 果 短 
障 4 为 正佳 的 , 则 7 取 狭 义 的 最 小 值 。 
最 小 值 是 在 整个 给 定 变 域 D 中 考虑 的 ,与 此 相对 , 局 部 的 最 
小 值 称 为 极 小 值 , 猴 出 极 小 值 的 点 , 称 为 极 小 点 。 所 性 点 下 是 y 了 的 
极 小 点 是 指 选 取 互 的 适当 的 近 旁 站 时, 对 于 入 站 LD(N 与 刀 的 共 
同 部 分 ) 中 的 任意 点 ww 7 (0 > 了 (2 都 成 立 。 对 于 极 小 ,也 能 和 上 
面 一 样 ,区 别 为 狐 义 的 与 广义 的 。 . : 
关于 最 小 值 (点) 的 存在 ,有 Weierstrass 定理 ,叙述 如 下 :如 
果 力 是 轧 的 有 界 肝 集合 , 且 了 (ww) 在 也 中 为 过 炽 ， 则 本 必 有 最 小 
局 U, 六 


833 各 净值 


设 2& = 五 是 y (GO 的 极 小 点 , 更 坑 冯 是 刀 的 内 点 ( 即 和 更 充分 
近 的 B, 的 点 都 属于 D) , 生 了 在 w= 刀 处 具有 偏 导 数 , 旧 依 微分 法 


i 
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2 0 G=1, ,1). (8.1) 


这 是 极 小 的 必要 条 件 但 非 充 分 条 件 。 又 当 五 在 也 的 边 胃 上 时 ， 
(8. 了 就 不 一 定 成 立 。 
一般 的 , 当 了 在 &= 歼 处 具有 全 徽 分 ,上 且 (8 .成立 , 则 称 五 为 
本 的 逗留 点 , 了 ( 友 为 逼 留 值 。 这 是 因为 此 时 了 (w) 一 了 ( 色 比 起 
i 一 如 | 来 成 为 高 阶 无 穷 小 , 宅 的 变化 可 认为 已 控 停 止 了 。 依 上 所 
述 , 一 般 襄 来 极 小 点 不 限于 是 逗留 点 , 而 逗留 点 也 不 限于 是 极 小 
(大 ) 点 。 变 分 法 昌 然 在 大 体 上 禾 规 定 为 讨 芥 最 大 最 小 ( 极 大 极 小 ) 
的 问题 ,但 事实 上 了 主要 是 以 过 留 条 件 为 诗 疮 对 象 的 。 
不 是 极 小 点 也 不 是 极 大 点 的 扣留 点 称 为 鞍点 。 和 8 2 一样 ， 
为 了 把 较 点 分 类 ,就 要 用 到 型 数 。 一 般 的 , 恕 五 为 7 的 带 留 点 , 且 
识 .] 在 云 的 近 旁 是 二 阶 速 续 可 微 的 , 划 7 的 Taylor 展开 依 (8.1) 
就 成 为 “ : 
J (U4) -7GD =- 末 立 (Be 


“这 里 … 是 比 jo|2 阶 数 高 的 无 穷 小 。 因 此 ,在 下 的 近 旁 ,了 (四 的 情 
” 况 由 (8. 允 右边 的 第 一 项 来 决定 。 为 简单 用 ,假定 了 的 Hesse 行列 
式 , 序 由 短 陆 


0085 十 (8.2) | 


O27 -SA ) 
OuOu, 


作成 的 行列 式 在 WU=u 处 不 为 0 此 时 称 有 逗留 点 妈 为 非 退 化 的 。 


(8.3) 


如 果 和 矩 障 (8.3) 是 正 值 的 , 划 当 v0 时 (8.2) 的 右边 恒 为 正 , 而 五 


。 第 狭义 的 极 小 点 。 一 般 , 称 (8.8) 的 型 数 (8 2) 为 逗留 点 豆 的 型 
数 。 型 数 为 0[m] 的 逗留 点 是 极 小 (大 ) 点 ,而 型 数 为 1，…,m 一 1 的 

过 留 点 是 款 点 ,这 与 32 相同 。 
当 Hesse 行列 式 为 0 时 (通化 逗留 点 ) , 逗留 点 的 情况 是 复杂 


$9 还 留 点 的 分 布 11 
的 。 
例 如 在 # 6 中 便 竺 到 的 ,在 荆 痢 =1 的 条 件 下 ， 
J 入 起 (8 4) 


池 


的 逗留 值 等 于 1; …; 和 就 定 它 的 型 数 。 但 因 有 2 如 一 1 这样 的 条 件 所 以 
(8) 不 是 4 稚 Euelid 空间 Ri 的 点 , 而 是 (1 一 礁 球 面 5,-1 上 的 点 。 由 于 
8,.1 局 部 地 看 来 能 与 R,_1 同样 用 ”一 1 个 坐标 才 示 ; 故 能 完全 同样 地 作出 型 
数 的 定义 。 为 简单 计 , 概 定 1 <*%s<… < 和 *%，。 逗 留 值 xr 的 去 留 点 有 两 个 , 由 
和 二 十 1 所 二 0(i 史 ?+) 答 内。 在 这 两 点 的 近 小 , 能 金 把 除了 丘 以 外 其 余 的 刀 取 
作 和 坐标 。 生 恕 =1 一 各 一 … 一 总 _1 一 想 11 一 … 一 卸 来 消去 纪 ; 盎 有 

z 7 一 一 如一) 闪 ， . (8.5) 


因为 AI Ary 和 3 一 和 r9 "9 入 ji 一 入 中 有 (一 汪 个 为 全 的 ， 所 以 上 述 两 点 是 型 数 


”为 r~4 的 逗留 点 。 


”$9 . 带 留 点 的 分 布 


逗留 点 已 如 上 分 类 , 但 它们 并 非 全 无 规则 地 分 散 开 来 的 。 为 
简单 起 是, 取 %=2。 设 了 是 由 光滑 曲线 所 国 成 的 音速 通 开 域 ， 
7 (ay wa) 二 阶 连 入 可 徽 , 它 的 逗留 点 都 是 非 退 化 的 , 且 不 在 D 的 
边界 上 。 此 时 车 设 型 数 为 0, 1, 2 的 逗留 点 ,部 极 小 点 , 坑 点 , 极 大 
”点 的 数目 分 别 为 mo, rzay ma, 划 它 们 都 是 有 限 的 , 且 有 关系 
mo 一 ra 十 mia=T ~、 QD 
: 例如 ， 在 一 个 岛 上 所 有 山 ( 极 大 点 ) 与 池 ( 极 小 点 ) 的 数目 的 和 等 于 
险 (鞍点 ) 的 数目 再 加 1 

对 于 在 更 一 般 的 闪 流 形 上 所 定义 的 面 数 了 (w) 类似 的 关系 
式 也 成 立 。 由 于 这 种 问题 关系 到 整个 流 形 的 性 质 ,所 以 称 为 整体 
的 问题 , 它 与 讨论 各 个 这 留 点 的 情况 的 局 部 间 题 有 不 同 的 性 质 ,县 
关系 到 流 形 的 拓扑 辕 构 , 一 般 说 来 是 较 难 的 。 我 们 仅 说 明 在 这 里 
骨 有 这 样 的 问题 ,并 个 加 以 深入 计 前 。 


| 
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$ 10 附 有 条 件 的 极 值 问题 。 


有 这 样 的 情形 , 就 是 要 求 画 数 了 (w) 的 航 值 (或 逗留 值 ) , 但 点 
4 不 是 完全 自由 的 ;而 科 若 干 个 附带 条 件 所 限制 ,全 
KWU)=0 GG=1, ,Tren), (‘10.1) 
在 $7 中 所 处 理 的 就 是 这 样 的 一 例 、! 试 求 这 种 极 值 的 条 伴 。 以 下 
假定 J 与 K' 都 有 适当 的 可 微 性 。 
在 所 考虑 的 点 的 近 考 , 没 了 行 吨 列 的 矩阵 


(RW),, ;Rl / (10.2) 


的 秩 等 于 7 ( 某 个 + 行 7 列 的 子 敌阵 的 行列 式 不 为 0 ， 并 不 失 一 


般 性 ， 可 避 假 害 这 个 齐 过 的 行列 式 是 由 前 列 作出 素 的 。 这 个 答 


阵 的 逆 阵 记 为 ( (L1). 
_ 依 假定 , w,…, ww, 能 够 通过 解 (10.1) 而 得 出 ( 隐 醉 数 定理 ) ， 
它们 是 


ES 


. w= gu (Wn, "**, Un). (4 一 工 ， ***, +), (10.3) 
由 于 它 个 使 (10.1) 成 为 恒等式 , 故 若 对 Ww (% 一 ?十 2，…， n) 微分 ， 
就 有 
okK, Op; OK 
Pi Ou Ou = Our 


如果 利用 (9K,/9wj) 的 逆 障 (14) 来 解 上 式 , 其 得 


2 -~ 可 Ok, : : 
, 3 > 3 (10.4) 


若 将 (10.3) 代 入 J 了 (ww) ,基因 了 是 多 i1,…， ww 的 画 数 , 故 把 它 的 辟 

留 条 件 换 一 种 表示 时 ， 有 z z 
_27 ,5&2 ao 37 _ WO) ; ok, 

0- Di + 二 1 Bw Ou Bw 了 Ow; Ls Our 


07 Ok, z 
= Sn St (10.5) . 


=0 = *° ,7)， 


8 坟 数 18 
此 式 对 于 ==7 十 1， … n 攻破 3 江 ,这 里 
0 Li (= 二， 0 7) ，- 


和 = b> Ou; 

是 佐 (%w 的 定义 有 
- ok, 0 . | ; 
2 到 By (3 二 ,7)。 


邹 (10.5) 实 际 上 对 于 所 有 的 8 一 1,…, n 都 成 立 , 烙 果 , 得 到 了 关 
于 足 标 1， …, 多 的 对 称 式 。 

所 以 要 解 附 有 条 件 的 逗留 问题 ,只 要 导入 待定 乘 数 X…， 和， 
再 对 mw 十 7 个 未 知 数 w ) 来 解 (10. 申 与 (10.1) 就 可 以 了 。 这 称 为 
Lagrange 待定 乘 数 法 。 在 此 方法 中 矩阵 (10.2) 的 秩 为 7 的 假定 
是 很 重要 的 。 

这 样 一 来 , 千 果 就 成 为 对 称 形 ,但 在 上 商 7 是 看 做 4%.41,…, ww， 
的 画 数 玉 求 得 各 留 条 件 的 ,当然 要 引起 这 样 的 疑问 , 那 就 是 它 是 否 
意味 着 原来 的 了 的 逗留 性 ?为 要 回答 这 一 问题 , 只 要 注意 到 由 于 
9K Owuj 所 作 的 行列 式 不 为 0, 故 能 采用 11，…, ww 作为 条 件 
(10. 了 所 决定 的 (mn 一 7) 杂 流 形 M 的 局 部 坐标 ， 而 在 M 上 的 扣留 
性 与 在 窑 间 (w+1,，…, 2) 上 的 逗留 性 是 一 致 的 。 

例 在 (5.2) 这样 的 附带 条 件 下 , 用 这 个 方法 来 处 理 使 (5.1) 成 为 逗留 值 
的 同道 ,; 和 X， 命 

大 az) 一 入 大 Bu) = 
就 可 以 了 。 这 与 (5. 5 站 0) 一致。G10.2) 的 铁 为 1 的 条 件 , 当 卫 为 正 值 时 
就 能 满足 了 (为 什么 ?) 。 


811 上 出面 数 - 


在 一 些 因 题 中 ， 有 了 (的 最 小 值 成 为 别 的 面 数 了 (0) 的 最 大 
值 这 样 的 关系 。 计 算 这 个 最 小 值 的 近似 值 ,有 较 简便 的 方法 可 用 。 
为 了 一 般 地 来 处 理 这 个 闫 题 ,需要 引入 同 丽 数 这 一 概念 。 


ee! 
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在 员 域 D 内 定义 的 画 数 7 (4) 称 为 是 号 的 ， 意 指 对 于 任意 的 
4, ED 与 0<a<1 这 样 的 实数 4, 恒 有 下 面 的 关系 式 成 立 : 
(au (A—a)v) a (wu) 十 圭一 a) J (9) , (11.1) 
这 就 意味 着 圳 接 7 (4) 的 图 形 上 两 
点 的 线段 ， 决 不 会 出 现在 图 形 的 下 
侧 ( 图 1. 有。 : 
如 果 .Too 是 二 阶 可 徽 的 , 且 短 
阵 (927/9wBu) 恒 为 正 值 (一 般 说 来 
: 非 负 值 ) ,既是 凸 画 数 。 为 了 说 朋 
十 (1a)y 这 一 命题 ， 证 
图 11.1 f=THu+ -Dv), (1.2) 
- 期 恒 有 f"( 和 0。 这 是 因为 


"OB 0 (BE 
的 右边 不 为 负 的 。 在 此 应 用 Taylor 定理 ,得 
fOD -Fa = Hof + 0" (e) 


‘ 
用 
和 
HH 
1 
和 
章 
二 
| 
' 
' 
[| 
HH 

钙 


1u+ li) 


> (1 -of'(0), ”1.8) 
其 中 是 1 与 a 之 间 的 数 。 同样 得 ” 
f(0) -FoO>-o (W). . (11.4) 


用 a 乘 (11.3), 用 1-a 乘 (11. 人 4 再 相 加 , 旭 有 
z of (1) + (1L—a)f (0) —f(% >0, 
这 就 是 (11.1)。 
设 了 是 是 画 数 ， 且 为 一 阶 巡 积 可 微 的 。 在 (11. 了) 中 记 aw 
二 红 一 ov 二 ,并 把 它 换 写 成 z 
Je — J (0) — (iL Co) JV]>0., (11.5) 


由 于 D=9 十 a(W 一 V) , 故 当 a>0 时 ，: 
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1 2 ~ / 
二 [Jeo) -7 一 -二 To 
-Eu 全 加 = Brady(o) ud) (1.0) 
这 里 (?) 玫 示 矢 量 的 内 积 (8 4)。 因 此 在 (11. 想 中 设 a>0, 则 有 
J (W) >J (V) 十 (grad J (v), 2 一 站) (14, 7) 
这 个 式 子 说 上 阴 了 J 的 图 形 决 不 会 在 它 的 任意 切 丕 面 的 下 方 (图 
11.1) 。 还 要 注意 , 因为 (11.7) 的 右边 是 左边 的 Taylor 展开 的 前 
两 项 , 所 以 如 果 不 计 |& 一 4 的 高 阶 无 穷 小 的 应 ， 则 (1.7) 就 成 为 
等 式 。 z 


$ 12 最 大 最 小 的 相反 性 


对 于 前 节 考 虐 过 的 师范 数 了 (tw) ,在 若干 个 互 不 矛盾 而 相互 独 

立 的 一 次 稳 束 (不 限于 齐 次 ) z 

(CO WU) =e, (%=1,.…,7) (12.1) 
之 下 , 来 考虑 它 的 最 小 值 问题 。 满 足 (12.1) 的 2& 将 称 为 “可 取 和 的 ” 
zw。 今 若 取 一 个 可 取 的 矢量 w; 划 同 样 的 条 件 (12.1) 又 能 表示 成 
(CD 2 一 GT) 一 0 (4=1,..…, 7), “(12.2) 
把 了 个 矢量 da) …， cm 所 张 的 7 准 子 空间 记 为 N, 而 把 与 Y 直 
交 的 矢量 所 作 的 mw 一 7 蕉 子 空间 如 为 M, 则 (12.2) 就 是 矢量 4 一 a 
属于 .1 的 条 件 。 


车 依 (11.7) , 则 
TUP>IV)— gradT vv—a) * | 
+ (gradJ (V9), UU—a). (12.8) 
现在 如 设 v 满足 条 件 
grad J (WV) 一 XGO 十 … 十 和 CE ， (12.4) 


即 “grad 了 (0) 属于 子 空间 和 N”( 这 样 的 将 称 为 “可 取 的 ”9) , 旧 因 
grad 了 (0) 与 4 一 4 直 交 ,所 以 (12.3) 的 最 后 一 项 成 为 0 在 这 里 
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导入 西数 “ 
Tv) 一 0) ~ (grad J (Vv), V—a), (12.5) 
就 有 / 
J (WU) TO) : (12 .6) 
当 ,Db 分 别 是 满足 上 述 附 带 条 件 的 可 取 的 矢量 时 , 此 式 恒 成 立 。 
邻 设 在 上 述 附 带 条 件 下 , 7 (W) 已 有 运 留 点 UU 那 末 也 满足 
v 的 附带 条 件 , 而 gradJ (本 必须 属于 困 . 如 果 不 是 这 样 ,如 
(grad 了 (人 , 4 一) 对 于 适当 的 可 取 的 纪 将 不 为 等 ,但 因 在 (11.7) 
中 合 吕 = 可 后 , 正如 在 那里 注意 到 的 , 它 在 & 一 下 的 一 阶 无 穷 小 的 
程度 上 成 为 等 式 , 所 以 这 就 与 到 是 逗留 点 相 了 矛盾。 利用 待定 乘 数 
法 也 能 立刻 得 到 同样 的 精 果 。 
因此 在 (12.85 中 全 9== 歼 ,区 策 二 项 成 为 0, 而 得 7 (@) =1(0). 
另 一 方面 , 依 (12.6) 必 须 7 (00) T (四 ,了 (8W) 之 I(v) ,所 以 最 后 对 
于 所 有 的 各 可 取 的 纪 , 2, 下列 式 子 移 成立 : 
TU 7 (0) =1U) 1(V). (12.7) 


”这 就 说 明了 /一 方面 等 于 vV (ww) 的 附带 条 件 的 最 小 值 , 另 一 方 


面 又 等 于 (人 o) 的 附带 条 件 的 最 大 值 。 这 称 为 关于 山 画 数 的 互 易 
定理 (reciprocity theorem) , 而 称 工人 2) 为 7 的 相反 范 数 。 
这 个 定理 对 于 近似 计算 了 (名 ) 是 方便 的 ,因为 车 取 任 意 的 各 为 
可 取 的 9, 居 六 (W) 与 TV) 就 分 别 答 出 J(W) 的 上 界 与 下 界 。 
例 ”用 矢量 记 法 , 训 : 
人 J (u) = 二 (wu 一 五 ， u—b), (12.8) 
则 容易 明了 本 是 凸 丽 数 。 现在 考虑 这 一 琐 数 在 4 一 a 属于 矢量 子 空间 MM 这 


样 的 附带 条 件 下 的 最 小 信 问 题 。 因为 grad7 (vb) =v-b, 所 以 5 应 该 涨 足 的 
条 件 是 vb 属于 NN， 又 (12.5) 成 为 


TO 一 二 (bo 一 ah oa) 二 到 (me 一 ba _b), (12.9) 
如 果 去 掉 常 项 ， 则 一 一 了 (v9) 具有 与 7 (4) 省 全 同样 的 形式 从 而 能 看 出 540) 与 
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J(u) 的 完全 相反 性 。 由 于 喜 是 可 取 的 uy 同时 也 是 可 取 的 b, 歼 满足 
二 -ae M, 训 ~bE N。 朗 豆 是 作为 通过 a 而 与 M 平行 的 超 平 面 Ms 和 通过 
b 而 与 和 N 平行 的 超 平面 Nb 的 交点 而 确 N, . 
定 。 从 解析 方面 来 看 , 因为 豆 间 时 满足 
(12.2) 与 (12.4) ,所 以 可 从 
(dy 一 Ga) 一 0 GG=1,.…, ?+), 
1 一人 和 


中 求解 而 得 。 义 设 5 与 Ma 的 上 距离 为 d，， 

a 与 N, 的 虐 敲 为 dsy a 与 b 的 距离 为 

di,p, 则 图 12.1 
27 (让 =d, 27(2) =di— dd 

这 两 个 式 子 的 相等 就 是 Pythagoras 定理 (图 12.1)。 


习 旺 


1， 求 下 列 Jku) 的 逗留 值 , 并 设 明 是 否 为 最 小 值 : 


Ja 二 十 3 ?位 十 地 十 Wi?2a 十 3 at3 


1 .， 1 2 1 
十 可 Wots 十 可 各 + 3 2 。 


2. 说 明 关 于 wu 的 0 次 齐 次 殴 数 


_ (Uy 2 -上 
J (8) 一 Tu, A A +ado (uA0) 


的 逼 留 值 与 $ 4 的 二 次 整 式 的 喜 留 值 (4.6) 一 致 (因此 对 于 和 矩阵 (3.8) 能 适用 
$3 的 消去 法 来 计算 ) 。 由 于 Ja) 是 弄 次 的 ,故去 留 点 云 仅 有 常数 因子 是 不 
定 的 ,证 明 在 适当 地 选取 这 一 常数 因子 时 ,与 (4.5) 一 改 。 

3. 证明 两 个 蕉 矢 量 zy ob 的 责 数 

J (ab) 一 (Lu 40) 十 (Gy 9) + (u,b) 

的 逗留 值 是 一 (a, 4- 声 ) , 这 里 4 不 限定 是 对 称 的 ,但 有 首 了 4-!、 又 说 明 这 
个 逗留 点 必 为 鞍点 且 有 迎 数 nn (因为 有 2 个 变数 , 所 以 型 数 ”并 不 意味 着 最 
大 值 ) 。 i 

4. 利用 前 是 ,仿照 83 作 册 计算 (a， 4-Ip) 的 图 式 。 

5. 在 85,8 6 的 图 数 了 (u) = (zy 4u)/(u, Ba 中 ， 对 2 加 上 线性 齐 次 
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煌 更 玉 o(a =0 时 ,J 就 成 为 n 一 1 个 变数 生 ，… -1 的 二 次 形式 的 比 ， 这 
样 就 确定 了 相应 的 固有 值 和 i 专 … 志 Xn-1。 对 于 它们 就 利用 最 大 最 小 值 的 原 
理 , 识 星 下 列 不 等 式 成 立 : 

Ee A 

6， 斌 求 
J (四 二 [zy Aw) 42 ze) ao] + (bs wy) 
的 到 留 值 , 料 求 它 为 极 小 值 的 条 件 , 在 此 设 4 为 正和 值 的 ) 且 ao> (ay 4-ig)。 
7， 在 平面 上 的 阴 域 他 十 码 迄 1 中， 求 

Ja = 好 一 人) (二 202) (+2u2) 
的 逗留 值 ;逗留 点 ,并 把 它们 分 类 , 答 旋 (9.1) , 且 画 出 7 的 等 高 线 ( 序 y (4) = 
常数 的 曲 部 ) 的 略图 。 
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本 章 的 主题 是 古典 变 分 学 中 的 重要 部 分 , 朗 Euler 微分 方程 
以 及 作为 它 的 解 的 逗留 画 数 。 只 要 没有 特别 的 声明 , 都 假定 所 讨 
瞪 的 画 数 具有 必要 的 连 粮 可 微 性 。 


$13 变 分 法 的 问题 


z 为 了 说 明 古 奥 变 分 学 问题 的 内 容 ， 利 用 典型 的 例子 来 讲 要 入 
省 些 。 . 
例 最 速 曲 塘 或 捷 寻 (Brachistoehrone) 。 质 ， 点 沿 着 光 清 而 固定 的 曲 禄 y 
仅 借 重 力 的 作用 ,从 指定 点 Po 背 行 到 Pi1, 为 
要 使 滑行 时 间 最 短 , 问 人 须 通过 怎样 的 曲线 ? 
显然 可 假定 所 求 曲线 位 于 含有 Po Pi 的 
给 直 和 平面 内 , 在 此 平面 内 以 Po 作为 原点 ， 取 
zt 朝 为 水 平方 向 , 取 瑞 色 和 直 疝 下 , 变 则 厂 的 
-方程 为 4=&%(2) (图 13.1) 。 重 力 加 速 广 设 为 
9。 由 于 在 曲 引 上 的 点 (zy 4%) 处 质点 的 速度 
为 Gpo ， 所 以 质点 滑 过 曲 移 微 小 缴 妇 
一 [十 多 (z)2]aaz 所 需要 的 时 间 为 (2g9%) CL + (Ce) ax。 为 简单 起 
机 2g=1, 则 全 孝 时 间 为 


图 13.1 


T= W(t) | (四 9 (13.1) 
问题 就 是 要 确定 使 7 了 [%j 成 为 最 小 的 萎 数 %(x) ， 但 w(x) 必 须 满足 条 件 


u(0) =0,w(qi) =b1>0, (13.2) 

其 中 (a1, by) 是 Pi 的 华 标 。 | 
作为 最 小 值 问题 ,这 是 与 第 工 章 所 讨 脸 的 问题 相 类 似 的 ,但 所 

考虑 的 取 最 小 值 的 “ 夯 数 "7 [ 呆 却 不 是 有 限 个 变数 的 画 数 ,而 实际 _ 
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”上 作为 变数 的 是 丽 数 4 一 4%(z) 。 芭 7 [w] 是 面 数 的 画 数 ,为 了 与 普 
通 的 画 数 有 所 区 别 ， 我 们 称 之 为 泛 画 (fanctional) 。 用 符号 [ ] 
就 是 为 了 强 翻 这 一 点 。 变 分 学 就 是 讨论 泛 画 的 最 小 (大 ) 值 , 极 小 
(大 ) 值 ,更 一 般 地 说 是 逗留 值 的 数学 分 支 。 
在 此 说 明 一 下 关于 记 法 的 问题 。 上 面 在 记 纵 坐标 % 与 机 数 
u(z) 时 ,都 用 了 同一 个 字母 w, 容易 混淆 。 为 了 区 别 它们 , 本 来 可 
用 不 同 记 法 如 w=9 (<) , 于 是 就 应 该 将 (13.1) 中 出 现 的 4 都 改写 
为 p， 然 而 对 于 今后 发 生 的 更 复杂 的 问题 ,如 果 都 这 样 做 ,就 反而 
麻 糯 了。 因此 往 后 仍 吉 从 向 来 的 习惯 ,对 于 表示 坐标 的 数 , 与 作 
为 画 数 的 和 采用 相同 的 字 好 , 灵活 地 运用 , 希望 读者 注意 。 例 如 
在 (18.1) 的 左边 7 [wu] 中 的 必 就 不 是 数 而 是 画 数 4 一 w(z) ,又 在 
(13. 了 的 右边 , 常 把 4(w) 了 简 记 为 ?此 时 的 妈 就 不 是 画 数 而 
表示 栈 数 值 4(%). 
将 (13. 了 一般 化 ， 就 产生 下 面 这 样 的 问题 。 三 个 变数 的 国 
数 了 (vw, 4 ;如 ) 汶 已 知 时 ， 试 求 使 得 


J [ul = | Fig, v, old (18.8) 
三 为 最 小 的 丽 数 4 u(w) ,指定 的 条 件 是 : 
| (go) = bo， w (681) = bi1, (13. 4) 


这 就 是 十 奥 变 分 学 中 最 初 计 葵 的 问题 。 这 里 不 待 过 w 表示 
慑 ,而 而 数 了 (ze, ww) 则 看 作 是 三 个 独立 变数 zw, w 的 求 数 ， 
且 具 有 适当 的 可 徽 性。 作 (13.3) 右边 的 积分 时 先 把 w = w(z)， 
wf 一 2 人 代入 后 再 进行 。 由 此 (13.3) 就 成 为 画 数 w 一 wo) 的 泛 
画 J a 四 

”14 Euler 微分 方程 
股 在 (18.4) 的 条 件 下 ,存在 使 (13.3) 的 值 成 为 最 小 的 丽 数 ，“ 
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记 为 
: WU=UW), (14.1) 
今 另 取 满 足 ， ’ 
| n(go) =0, (81) =0 (14.2) 
”的 画 数 7(2) 与 任意 实数 6， 若 合 / 
: we (£2) =u(K) + en (2), (14.83) 


有 因 它 满 足 (13.4)， 故 为 “可取 的 函数 。v 就 称 为 “ 变 分 ” 而 得 
的 男 数 。 若 将 w==w(z) 代 和 人 (13. 3), 划 [wj 就 成 为 6 的 贾 数 ,而 
依 假 识 它 在 s 一 0 时 应 该 取 最 小 值 , 故 必 成 立 


(CBT) 0 4.9 
如 果 计 算 , 
(部 了) = 大 上 ?0 ten(@), Yo) 
+e% (2) ) dw -or 
则 (14. 人 成为 z 
人 Fn) + Flo) d=0. (4.5) 
这 里 所 ,了 w 表示 在 把 x, 4 w 看 作 独立 变数 而 作 卫 (z, w, 由) 关 
于 vw 或 w 的 偏 导 画 数 五 ,或 Pw 中 ,代入 w=W(z), Ww 一 Q(z)f/dz 


以后 所 得 的 夯 数 。 
对 (14.5) 应 用 分 部 积分 法 ,并 考虑 (14. 9)， 则 有 


jz -后 忆 jne)az=0， (14.0) 
由 此 导出 精 沦 : 4 一 六 (2) 必须 满足 微分 方程 : 


rw 一 0。 (14.7) 
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. 称 这 一 方程 为 (13. 已 的 Baler 微分 方程 。 左 边 如 果 六 如 写 出 , 屠 


就 是 了 F(z, w(2), 4 
这 样 一 一 加 以 说 明了 。 


w(w) ,ww(o)。 今后 不 再 


从 (14.6) 导 出 (14.7) 时 ， 应 用 了 所 调 变 分 学 基本 引 理 ， 它 蚌 如 


下 的 一 个 命题 : 让 有 连 积 丽 数 了 (z) , 它 对 于 满足 边界 条 件 (14.2) 
的 任意 画 数 742) (7 只 要 求 适 当 高 阶 可 微 ,其 他 都 可 不 加 考虑 ) ,如 
果 恒 有 i 

[fr(0) do0, (14.8) 
则 实际 上 了 (2) 三 0。 这 是 因为 如 果 在 菜 点 m 处 f (zo) 尖 0, 例如 


j (wo) 0, 着 依 连 和 炽 性 ,在 zo 的 适当 近 旁 有 f(x) >0。 因 此 选取 一 - 


个 在 此 近 旁 为 正 而 在 此 外 恒 为 0 的 画 数 (zc)， 则 (14.8) 的 左边 就 
成 为 正 的 面 与 假 巩 相 蔬 盾 。 | 


在 (14.3) 中 ,以久 代替 训 ,并 把 en (2) 写 为 37 (z) , 就 称 它 为 


vu (2) 的 变 分 。(14. 鲁 的 左边 乘 s 以 后 的 量 
37 [u] -| (But Pudw) ds (14.9) 
一 般 地 称 为 7[u] 的 第 一 变 分 。(14. 申 说 明 取 w= 时 J[w] 的 第 
一 变 分 成 为 0。 
85 带 留 图 数 


把 Euler 微分 方程 (14.7) 评 如 写 出 来 ,就 成 为 
Fu,— Fs— Fy — Fu =0, (15.1) 
它 是 关于 入 的 二 阶 微分 方程 。 因 此 ,作为 它 的 一 般 解 ,将 得 到 含有 


两 个 任意 常数 的 丽 数 。 如 果 能 够 确定 任意 常数 的 值 ， 那 来 辣 题 就 i 


应 当 认 为 是 解决 了 。 
然而 实际 上 , Euler 方程 虽然 是 一 (2) 时 (18.3) 为 最 小 (大 ) 


苔 
呈 
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值 的 必要 条 件 , 但 并 非 充分 条 件 , 这 与 而 数 了 [情形 中 条 件 (8.1) 
相仿 。 但 如 w= 如 (z) 是 Euler 方程 的 解 , 妈 7 [w] 在 此 即使 不 成 为 
最 小 (大 ) 或 极 小 (大 ), 也 至 少 应 认为 是 处 于 翅 留 状态 。 在 此 意义 
下 , 称 Euler 方程 的 解 为 禹 留 画 数 ,而 它 的 图 形 就 称 为 逗留 曲 厂 或 
极 值 曲线 (extremal) (此 时 近 界 条 件 不 特别 考虑 ) 。 还 有 , 所 谓 极 
小 (大 ) ,逗留 等 蛮 的 定义 正如 第 1 章 那样 并 不 简单 ,以 后 再 加 以 注 
释 (817)。 
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虽然 Buler 方程 (14.7) 或 (15.1) 者 不 能 简单 地 解 出 , 但 在 某 


些 场 合 下 容易 求 出 它 的 首次 积分 。 
,《1) 夯 数 了 不 显 含义 时 。(14.7) 朴 过 一 次 积分 立 邹 可 得 
fut, 
(是 积分 常数 。 
(2) 画 数 了 不 显 含 x 时 。(14.7) 有 积分 z 
Fup, (16.1) 
这 是 因为 左边 对 微分 后 ， 有 | 四 
Pet Pu + Fm — uP, 人 2 
=—u( FP,— 人 Fy )-o. (16.9) 


在 这 里 利用 了 了 ,一 0 这 一 假发 与 Buler 方程 (14.7) 。 

应 该 注意 ,从 (16.1) 不 一 定 能 倒 过 来 导出 Euler 方程 。 事 实 
上 , (16.2) 显然 在 wr=0 时 也 成 站 ,因此 对 于 (16. 二 的 解 w, 如 果 表 
定 它 不 满足 w=0, 卓 以 必 是 至 留 画 数 , 但 当 必 一 0 时 就 有 必要 作 
特别 的 讨论 。 | : / 


例 1 试 考虑 以 j13 的 例 作为 特殊 情况 的 泛 责 
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[= 0 tu) dae, (16.3) 


A 
由 于 也 不 合 2' 故 有 (16.1 那样 的 积分 。 因 为 
co Pw) DF) Ef wl +) 


: 一 GO) (L+w3) 3, (16.4) 
所 以 可 得 形式 解 ( 是 积分 常数 ) 
ec | [7 W030] du (8), ”16.8) 


实际 上 , 除 此 以 外 , (16. 了 D 还 有 所 讲 奇 异 解 w=5(? 是 使 Pb) 一 的 常数 )， 但 
因 对 于 这 个 解 忆 有 w==0, 故 它 是 否 为 Enler 方程 的 解 , 须 予 特别 讨 葵 。 容 
易 看 而, 仅 当 了 (5) =0 时 ,n=b 才 是 Enler 方程 的 解 。 

例 2 特别 ,关于 捷 钱 的 问题 ,因为 (w=, 故 (16.5) 成 为 


= (1 ) ov- + 人 z- 昌 ， 


邻 4%=e-2sin20, 下列 能 算出 这 个 积分 而 得 


z 一 一- 二 (2 一 sin 20) 
| (16.6) . 


] 
Ug (1 ~ €0s29) , 


故 逗 留 曲 钱 是 竺 径 为 1/20? 的 赔 沿 ” 轴 转 动 时 阁 周 上 一 点 所 描 出 的 曲线 ， 即 

”所 谓 换 简 (图 16.1) 。 因 为 没有 满足 疡 (0) =0 的 b 所 以 wb 那样 的 逗留 图 
数 不 存 在 。 又 对 于 微分 方程 人 6.1D)，x%=e-? 是 它 的 奇异 点 ， 虽 能 发 生 各 种 各 ， 
样 的 复杂 情况 ,但 能 肯定 作为 原来 Euler 方程 的 解 的 除了 (16.6) 以 外 就 不 
存在 了 。 


图 16.1 


br TRY 
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为 了 使 解 漠 足 边 界 条 件 (13.2) , 如 果 条 用 0 二 0 作为 出 发 点 , 就 有 :二 
常数 02 可 由 申 秋 通过 点 (a1， 51) 的 条 件 来 确定 。 任 几 何 学 的 考查 | pp 7 
这 样 的 必 丰 在 ,而 且 是 唯一 确定 的 。 若 | 
1 2 - (16.7) 
他 1 大 
质点 就 不 是 单调 地 落下 ,而 是 落下 了 一 - 艇 以 后 又 上 升 再 达到 目的 地 ff 
更 一 般 地 ， 当 葵 定 了 任意 两 点 (go, b0) ) (gi, b1) (bo>0， bi >> 0) 时 ， 通过 
这 两 点 的 到 留 曲线 必 存 在 , 且 是 唯一 确定 的 。 
例 3 斌 考虑 例 1 中 
f (wu) 3 (16.8) 
的 场合 。 将 力学 的 最 小 作用 原理 应 用 到 扫射 体 运动 就 得 出 这 一 问题 ( 取 给 克 
向 下 方向 为 十) 。(16.5) 能 立 列 入 分 而 给 出 


w= (6+0, (16 .9) 


根据 上 面 同样 的 道理 , 能 够 肯定 除 此 以 外 , 不 再 存在 有 去 留 曲 钱 。 因 此 到 留 
曲 城 是 以 平行 于 v 二 的 直线 z= 华为 吉 , 而 以 实 轴 w=0 作 为 准 厂 的 韦 物 名 ， 
焦点 在 X= ,w= 2c2， 

就 计 诅 能 否决 定 积分 常数 :，c 使 (16.9) 满足 边界 条 件 (13.4)。 根 据 
“Cao) 一 by 可 知 上 2 涉足 关系 


bo= E+ (16.10) 


于 是 把 (16.9) 换 一 个 写法 ,就 得 


_ 《2 一 (2— 400) [人 一 go) (2— 60) — 4boc?]2 人 (2 一 00)2 
: a tp > 一 入， (16.11) 


这 就 说 明了 通过 逢 点 (ao bo) 的 扣留 申 厂 族 是 以 上 面 确 害 了 的 坊 物 条 
ui 一 他 一 20 了 | : (16.19) 


0 


为 其 包 阁 ;而且 三 E 在 它 的 下 例 。 因此 ,如 果 第 一 点 ( (qa1, b1) 在 包 烙 上 ， 朗 如 
果 4bob1 < (ai 一 ao)3) 剧 通 过 这 两 点 的 极 值 曲线 不 存在 。 反 之 , 如 果 4bobl > 
《a1 一 0)?, 则 和 返 留 曲线 有 两 条 ,其 中 一 条 在 两 点 之 间 与 包 和 阁 相 切 ,而 另 一 条 有 
不 相 切 (图 16.2 的 曲线 I II) 。 相 应 的 常数 #，e 的 值 由 下 式 葵 出 : 
_ (qob; tabo) + (go + ond 0 一 (01 ~ 00)3 
bo 十 Di 十 24 ? 4(bo + Bb + 2d) 


24=[4bobi— (ai ~ 00) 3, (16.13) 
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图 16.2 


这 里 ,“ 士 ”中 上 面 的 符号 对 应 于 与 包 略 相 切 的 曲 钱 II。 群 稻 的 计算 留 供 著者 
作为 习题 。 

这 个 例子 谣 明 , 通过 指定 两 点 的 逗留 曲 引 并 不 是 在 任何 情况 下 都 存在 
的 就 是 存在 也 不 限于 只 有 -一 条 。 当 逗 贸 曲 线 有 两 条 以 上 时 ， 就 产生 了 那 一 
条 浴 出 较 小 的 了 [t] 这 样 的 问题 ,关于 这 一 点 ,将 在 以 后 寻 论 。 

例 4 同样 , 当 / (%) =% 时 ,这 就 是 使 通过 答 定 两 点 的 曲线 4=u(2) , 燃 
轴 旋 粮 所 生成 的 曲面 面积 成 为 最 小 的 问题 。 将 (16.5) 积分 序 知 逗 留 曲 硬 是 
由 下 式 检 出 的 巧 链 重 (eatenary): 

2 一 去 


2 一 6cosh 一 一 . (6 .14) 


在 这 里 也 与 例 3 -- 样 ;车 两 点 (aoy bo) ，(ai, b) 在 横 的 方向 上 过 于 离开 了 , 则 
不 存在 过 结 它 科 的 逗留 曲 入 ,如 果 生 过 些 , 则 过 这 两 点 有 两 条 逗留 曲 缠 。 


$17 极 小 (大 ) 和 还 留 的 定义 、 


从 数学 的 严密 立场 来 讨论 作为 问题 基础 的 条 件 与 假 规 ， 并 不 
是 本 书 的 主旨 ,但 因 直 到 现在 所 叙述 的 内 容 稍 候 于 形式 ,所 以 在 这 . 


一 藻 ,将 略 带 批 币 性 地 来 讨论 一 下 泛 画 数 , 它 的 最 小 , 极 小 ,逗留 等 
的 意义 。 

”在 泛 画 (13.8) 中 , 全 假 没 男 数 R(z， 4, w) 定 义 在 三 个 独立 变 
数 z, wv' 的 某 个 区 域 D' 内 , 且 是 充分 回炉 可 徽 的 。 对 此 作 泛 画 


.本 11 


1 


全 | -ml 1 下 
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了 [中 ] 时 ,是 将 面 数 v=w(z) 当 作 泛 段 光 请 的 (连续 且 逐 段 具有 过 和 炉 
的 导 图 数 ) , 并 全 wW 一 Qu(z) /dz 而 作出 (413.3) 的 积分 的 。 但 仅 考 
在 能 使 z, uto) ,vw (w) 的 值 屏 舍 在 上 述 区 域 忆 内 的 wo 。 更 葡 
wz) 满足 边界 条 件 (13 .4) 。 这样 的 wlz) 称 为 “可 取 的 画 数 ”。 在 可 
取 购 落 数 中 如 有 特殊 的 v(x), 使 得 
J [LT (17.1) 
对 于 任意 可 取 的 画 数 恒 戊 立 , 则 JLw] 就 是 7 的 最 小 值 ,而 是 
最 小 函数 。 这 里 , 若 V 寺 ww 区 了 7[vJ<yUo]， 此 时 了 [v] 为 痰 义 最 
小 值 , 否 旭 是 广义 最 小 值 。 
与 此 相对 , 极 小 的 定义 就 要 费事 一 些 。 和 第 工 章 一 样 , 所 请 极 
小 意味 大 局 部 的 最 小 , .但 关于 局 部 的 这 一 点 也 是 不 简单 的 。 所 请 
J [wj] 是 极 四 值 , 乃 指 它 在 % 的 适当 近 旁 的 可 取 画 数 的 范 园 办 成 为 
最 小 值 , 但 所 谓 近 旁 可 能 有 各 种 各 样 的 解释。 例如 答 出 某 个 正 数 
9， 划 满足 下 式 的 可 取 画 数 愉 的 全 体 可 定义 为 4 的 一 个 近 旁 : 
(wz) 一 (OO <G (co 过 0 和 ar)， 1 (7.2) 
于 是 yx[v ] 是 极 小 值 就 意味 着 车 取 适 当 的 正 数 5, 旭 对 于 满足 
(17.2) 的 可 取石 数 4，(17.1) 恒 能 成 立 。 按照 这 个 定义 的 极 小 称 
为 强 极 小 。 对 于 强 极 小 也 可 区 别 为 狭义 的 与 广义 的 , 这 与 最 小 的 
场合 是 一 样 的 。 z 
在 强 极 小 的 定义 中 ,对 于 区 的 近 旁 的 夯 数 w， 虽 然 用 (17.2) 把 
“wz) 的 值 限制 了 ,但 导 画 数 w (2) 的 值 却 没 有 限制 。 可 是 我 们 也 可 
以 限制 w (w) , 将 满足 下 式 的 可 取 画 数 4 的 全 体 定义 为 '%V 的 一 个 
近 旁 : 
[v2) 一 (OO <6, Jv (2) ~ (2) |<d (Gop<01), (17.3) 
于 是 所 请 J[w] 是 极 小 ,就 意味 着 若 取 适 当 的 正 数 96， 则 对 于 满足 . 
(17.3) 的 可 取 画 数 4，( 千 .1) 恒 能 碟 立 。 按照 这 个 定义 的 极 小 称 
为 弱 极 小 。 对 于 能 极 小 好 可 分 为 获 义 的 与 厂 义 的 。 
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显然 ,最 小 同时 是 强 极 小 ， 强 极 小 同时 是 能 极 小 ， 但 反 过 来 却 
不 成 和 了。 | : 

所 谓 逗 留 , 它 的 定义 将 更 为 困难 些 , 但 在 这 里 姑且 形式 地 来 
加 以 说 明 。 当 第 一 区 分 C4 9) 对 于 所 有 的 未 映 光 请 的 C0) 《但 


范 数 。 | 

例 在 816 例 工 中 ， 因为 (1+w?)3 对 于 变数 w 的 任意 值 都 有 定义 ， 所 以 
区 域 D' 由 融 数 了 (ww) 的 定义 域 来 确定 。 在 例 2, 3 中 , 因为 分 别 有 j/ (2 = = 
所 以 可 取 如 下 的 区 域 作为 D': 


一 ce <y<ooy 0<ULo, -<W Ko, l (17.4) 
$ 18 了 Euler 方程 的 回顾 


如 果 象 前 节 那 样 来 理解 最 小 , 极 小 , 逗留 的 意义 , 那 就 可 以 看 
出 ,在 $14 Euler 方程 的 导出 方面 存在 着 重大 的 缺陷 。 即 使 JE 是 
弱 极 小 ,(14.5) 的 成 立 也 是 没有 问题 的 。 这 是 因为 在 (14.3) 中 (2) 
一 经 固定 之 后 ， 如 果 使 s 充分 地 小 ， 旭 必 就 进入 嫌 的 “ 忆 近 旁 ” 
(17.8) 中 。 又 如 果 [Ez] 是 逗留 值 , 划 依 定义 (14.8) 也 是 成 立 的 。 
可 是 从 (14.5) 借 分 部 积分 导出 (14.6) 时 , 却 障 中 假定 了 dFw/dz 
的 存在 ,这 样 做 是 否 正确 还 是 问题 。 

由 于 元 当然 应 该 是 可 取 的 画 数 ,所 以 取 (o) 是 逐 自 连续 的 ， 从 
而 珠 .=Pu(ou(o (2))@ 也 是 如 此 ,但 大 没有 肯定 它 必然 是 
可 微 的 理由 。 不 用 说 如 果 从 开始 就 规定 二 阶 可 微 的 画 数 才 可 作为 
2 o) 的话 ,事情 就 简单 了 ,但 原来 作 泛 醒 了 [w] 时 仅 有 ww (2) 就 已 足 
够 了 , 故 假定 w'(z) 的 存在 是 不 恰当 的 限制 。 
” ”Du-Bois Reymond 为 了 克服 这 个 困难 ,全 将 (14.5) 反 方向 地 

分 部 积分 ,他 。 

”各 此 处 原 书 误 为 元" 一 万 (z, 5(z) y 取 (ozJ) 一 一 校 者 注 
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z | bE | Pdz| 7 (0)dv=0, (18.1) 

与 微分 不 同 , 因为 积分 对 于 逐 段 速 德 的 夯 数 了 ,无 窒 何 时 都 是 可 能 

的 , 故 在 此 就 没有 上 述 的 困难 。 由 于 (18.1) 对 于 任何 逐 段 光滑 的 

画 数 ”Co) Oo) 一 mc 一 0) 都 成 立 , 故 对 于 w= 就 得 出 如 下 的 
结果 : | 


a Ddsz 二 党 数 。 (18.9) 


在 这 里 用 到 了 下 面 的 辅助 命题 : 设 f(z) 是 还 段 速 续 的 西数 ， 
”和 如果 对 于 满足 mn(40) ==n (41) =0 且 有 连 炽 导 丁 数 (z) 的 任意 而 
数 nw) 4 总 有 


[7f@) 7 d=0， (18.8) 


期 f(w) 等 于 常数 。 为 了 证 明 这 一 定理 , 先 考 处 当 了 (2) 为 连续 的 情 
形 。 在 区 间 [4o, 41]. 上 了 (2) 的 下 均值 设 为 c, 万 (2) 一 f (4%) 一 6. 
若 分 


no) =| 户 (o)ae， (18.4) 


则 这 一 7(2) 就 满足 上 述 的 条 件 。 由 于 (a0) =7(@1) =0, 在 (18.3) 
中 用 刻 () 来 代替 f(z) 等 式 仍 成 立 , 故 注意 到 了 人 o) = 记 (2) ,就 
有 
人 六 (zz 一 0， (18. 5) 
由 于 凡 (2) 的 束 秆 性 ,得 有 (2) =0, 即 f(z) =c。 当 f(z) 仅 是 深 自 
这 炽 时 ,由 于 在 了 (2) 为 束 秆 的 各 个 小 区 间 上 ,上述 精 果 交 万 立 ,所 
以 /(w) 就 逐 段 地 等 于 常数 ,再 利用 (18.3) 容易 说 明 , 这 个 常数 就 到 
区 间 来 说 都 必须 为 同一 个 值 6。 但 作为 例外 ,在 一 些 孤 立 点 处 f(z) 
可 以 与 6 相 异 。 
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$19 正则 的 问题 、 
“(18.2) 是 代替 Euler 方程 (14.7) 的 ， 从 形式 上 看 就 是 把 
(G4.7) 积 分 了 的 式 子 。 一 般 , 因为 还 不 知道 (18.2) 的 两 边 是 否 可 ， 
微 ,所 以 不 能 将 它 徽 分 而 得 出 (14.7) , 但 在 很 多 重要 问题 中 , 这 是 
许可 的 。 例 如 在 D 上 处 处 都 满足 

| Fw#0 (19.1) 
时 就 是 这 样 的 。 : : 

此 时 根据 隐 夯 数 定理 ， 把 (18.2) 的 右边 看 成 是 已 彼 输 定 的 画 
数 ， 旭 能 就 妈 来 解 出 (18.2) 。 由 于 (18.2) 的 右边 作为 某 个 画 数 的 
不 定 积分 时 当然 是 “的 速 续 画 数 ， 所 以 解 得 的 粘 果 凤 实际 上 就 成 
为 的 连 积 画 数 ( 在 这 里 (19. 了 处 处 被 满足 的 假定 是 特别 重要 的 。 
因为 我 们 知道 由 此 解 (18.2) 时 可 唯一 地 确定 ww 所 以 就 导出 上 述 
的 精 座 。 当 (19. 了 ) 仅 是 局 部 地 成 立时 , 那 是 不 充分 的 ) 。 于 是 因为 
,也 是 zz 的 连 入 画 数 , 故 (18.2) 的 右边 实际 上 是 连 种 可 繁 的 画 数 ， 
再 由 隐 画 数 定理 解 出 (18.2) 的 w 也 就 成 为 连 缠 可 微 的 。 这 样 一 . 
来 , 事实 上 就 得 到 了 w" (z), 也 存在 且 为 速 绪 的 辕 花 。 在 这 个 基础 
上 ,微分 (18.2) 便 知 Euler 三 程 (14.7) 或 (15.1) 成 并 。 

” 当 (19.14) 满 足 时 ;就 称 所 考虑 的 问题 是 正则 的 ,对 于 正则 的 问 
题 来 说 ,逗留 画 数 必 为 Euler 方程 的 解 。 光 留 本 数 比 一 般 的 可 取 
画 数 具 有 声 高 阶 的 可 征 性 ,这 在 变 分 学 中 是 最 有 兴趣 的 事实 。 

例 1 在 红 6 例 1 中 ,因为 Fw=f(w) (L+z3) - 计 故 车 Go 二 0, 期 间 
题 为 正则 的 。 在 例 3, 3,4 中 ,只 要 考 鳄 >>0 便 满足 这 个 条 件 。 

关于 非 正 旭 的 问题 ,事情 就 不 这 样 简单 , 且 w'(z) 也 不 限定 是 
连续 的 。 这 时 存在 着 具有 角 点 的 喜 留 曲线 的 情形 。 这 种 解 称 为 不 
巡 莉 解 ( 但 依 假 定 刀 (2) 本身 是 连 积 的 ) 。 对 于 现在 所 考虑 的 简单 的 
J [4] (13.,3) , 不 连 种 解 税 认为 是 例外 的 东西 , 但 在 更 复杂 的 半 题 
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中 ,不 速 顷 解决 非 罕见 。 在 与 波动 现象 有 关 的 问题 中 ,常常 会 产生 
不 连续 解 。 : 

以 上 对 于 解 的 可 微 性 作 了 较 详 如 的 讨论 ， 此 后 如 果 不 特别 南 
_ 明 ,总 是 假定 了 问题 的 企 则 性 或 解 的 可 微 性 来 进行 讨论 的 。 

此 外 ,关于 [加 的 最 ( 极 ) 小 值 是 否 存 在 这 样 最 模 本 问题 的 一 
般 性 讨论 , 在 本 书 中 没有 千 入 。 但 也 有 和 如果 求 出 去 留 值 就 知道 它 
即 是 最 小 值 的 场合 。 加 

例 2 作为 有 不 连 粮 解 的 情形 的 一 例 , 让 我 们 举 

Fr, u, Ww) =u2u 一 本 )2 

显然 Euler 方程 的 解 是 = 常数 ，。 p. 
部 为 和 直线。 虽然 通过 任意 两 点 
已 o(ao，Do) Py (a1, b1) 的 下 厂 必 存 
”在 ,但 它 却 不 一 定 就 答 出 了 [的 最 

”小 值 。 当 PoPi 的 倾 科 率 在 0 与 ] 

之 并 时 ， 总 能 用 由 妊 率 分 别 为 0 与 
1 的 辜 段 所 租 成 的 折 娘 来 联 业 Po， 个 
Pi, 而 这 种 方法 有 无 限 多 个 (图 效 19.1 
19.1)。 对 于 它们 来 识 都 有 了 =0, 因此 了 =0, 是 然 答 出 J 的 最 小 值 。 这 样 的 
解 都 是 不 连结 解 。 . 


$ 20 Euler 方程 的 退化 靖 形 
Euler 方程 (15.1) 一 般 是 二 阶 微分 方程 ,而 的 系数 是 了 了 ww， 


F=M(r, 十 WO 多 (20.1) 
此 时 ，Euler 方程 就 成 为 一 阶 的 微分 方程 ,实际 上 是 
Mut Nut — N=0, 即 M,N,=0， (20.2) 


这 就 不 成 为 微分 方程 了 。 因此 , 一 般 而 论 不 能 使 它 的 解 4 满 足 边 
界 条 件 (13.4) 。 
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如 果 \20.2) 在 zx, 2 平面 的 单 速 通 区 域 上 恒 彼 满足 ， 划 依 微分 
学 定理 ,存在 函数 $5(z, 使 得 ” 


M3 Bo, w) ， N= 3 Be ©), (20.3) 

所 以 有 : 
J [ul -| Pdv=—|" 0 Bp, ulw) de 

=| Se, ulo)) | ， (20.4) 

车 指定 ww(40) = bo, &U (ai) = 0b1, 那么 J fj 就 有 完 全 不 依 顿 于 画 数 


w(z) 的 确定 的 值 。 ” 


$21 有 多 个 函数 的 精 形 


《3) 是 仅 有 一 个 未 知 男 数 的 情形 , 但 对 于 多 个 未 知 夯 数 
一 (Op 0 一 or) 的 泛 画 
J [ui, "yg wn > 
-| Fe， WUn, 1, 的 tn) dv， (21.1) 


也 可 与 前 同样 处 理 。 相 当 于 (13 的 边 办 条 件 取 如 下 的 形式 
(co =bor wo) =06 (i=1, ,nn), (21.2) 
为 了 导出 各 留 画 数 的 条 件 ,利用 与 $14 同样 的 画 数 n(x) ,将 

w=u (2) + en (2), | 

4 一 2 (LT) (FA) 
代入 J 了 [a,…,Wn] ,再 由 它 在 s =0 时 为 带 留 的 条 件 , 便 可 与 (14.7) 
完全 同样 二 导出 多 = 名, …, 久 = 思 所 应 满足 的 条 件 


:A ,1 .,, | 
Fr =0 $=, NN). (21.4) 


这 是 一 和 粗 联 并 微分 方程 , 称 为 (2,1) 的 kuler 微分 方程 。 与 前 同 


(21.8) 


了 一 
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样 ， 它 的 解 称 为 逗留 画 数 (到 留 曲线 )。 
在 这 种 情形 下 ， Du-Bois Reymond 的 注意 也 是 合用 的 。 这 ， 
时 代替 (19. 卫 正则 性 的 条 件 是 
det (Fi) #0., (21.5) 


例 在 分 析 力学 中 ， 车 取 时 间作 为 <; 取 力 学 邓 青 的 一 般 坐 标 作为 各， 
， Uny 取 Lagrange 匡 数 (动能 与 位 能 的 差 ) 作 为 了 ,期 由 J 为 扣留 的 条 件 
这 个 系 箔 的 运动 便 殉 定 了 。Euler 方程 (21.4) 就 成 为 运动 方程 。 


。 22 合 高 阶 导 面 数 的 情形 
对 (13.3) 也 可 考虑 含有 的 高 阶 导 画 数 的 泛 因 
-To -| 页 (zw Ws, «es UD) dg, (22.1) 


此 的 处 理 并 没有 什么 两 样 。 相 当 于 (43 .4 的 边界 条 件 取 如 下 的 形 .- 
式 : / : 
v(m0) 一 0o 00  (Q0) 
一 VD， wg) 二 83 ee, WD (1) 一 82 (22.2) 
取 (14.3) 那 种 形状 的 画 数 作为 4, 央 J [wj 就 成 为 8 的 栈 数 ,日 
因 它 在 :==0 时 成 为 逗 入 的 , 故 得 出 条 件 
| [Fn (8) 4 Pum 0) + Pn (2) dz=0, (22.3) 


但 这 时 n(%) 附 有 这 样 的 条 件 ， 邵 当 汉王 Wo， 1 时 7，7 ，…， 7") 
都 为 0。 注意 到 这 一 点 ,对 (22. 3) 应 用 分 部 积分 , 再 利用 基本 引 理 
($14) , 就 得 出 4 二 元 所 应 满足 的 条 件 


d 六 Cl 人 


这 时 (22.1) 的 Fuler 方程 的 解 就 是 逗留 画 数 (扣留 曲线 )。 
(22.4) 一 般 是 2n 阶 微分 方程 ， 故 可 认为 边界 条 件 (22.2) 是 能 满 
足 的 。 
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$ 23 两 个 以 上 的 独立 变数 
为 简单 起 见 , 考 虚 这 样 的 泛 丽 
7[ 四 一 || Fe y, ia) dvdy. (28.1) ， 


取 两 个 变数 z, y 的 丽 数 w=w(z, 9 ,着 全 如 二 21 Wy 一 0u/6y， 

现在 就 是 要 求 出 使 (23.1) 的 值 成 为 极 小 或 为 逗留 的 4。 作为 过 界 

条 件 , 例 如 设 G 的 边界 为 了, 在 其 上 引 人 瑚 变数 s, 而 附 以 条 件 : 
在 TT 上 v=f(s). (28 .2) 


在 这 情况 下 也 能 容易 地 导出 Euler 方程 。 讼 车 出 极 小 秆 的 丽 


数 为 v 一 ww， y) ,将 - 
2 一 UV(O 0) 十 802) (23.3) 


”代入 (23. 忆 ，, 号 出 se=0 时 v 为 逗留 的 条 件 , 刚 与 814 同样 得 到 
[fi Giant Pum Foam) ddy=0. (28.4) 


施行 分 部 积分 并 利用 基本 引 理 ( 它 在 多 变数 时 也 照样 成 立 ) ,最 后 ， 
作为 = 多 所 应 满足 的 条 件 ， 就 时 由 了 Euler 方程 


Fd Fs 2 b=0. (23.5) 


部 yy 
这 里 ， 也 ,虽然 是 把 2, y, vt wy 淖 作 独立 变数 而 将 已 对 好 来 
微分 的 , 但 在 作 (3/62) 也 ss 时 , 则 分 别 用 (2, 9) ,Ou/32,， Ou/0y 
代入 了,, 中 的 大 变数 u wo, Ww, 而 把 了 了,, 看 作 是 2, y 的 面 数 来 处 
理 的 (参考 $13, 814 的 注意 ) 。 : 
(23.5) 一 般 是 关于 的 二 阶 偏 微分 方程 。 在 边界 条 件 (23.2) 
下 求解 这 一 方程 称 为 边界 值 问题 ,一 般 说 来 这 是 较 困难 的 问题 。 


$24 参 变 数 卖 示 
在 姜 线 问题 (8 13, 例 ) 中 , 全 假定 所 求 的 曲线 有 “=w(z) 这 样 
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的 形式 ,对 此 是 有 疑 因 的 余地 的 。 这 是 因为 平面 上 的 曲线 ,除了 与 
平行 于 尼 轩 的 直线 至 多 相交 了 于 一 点 的 情形 以 外 ， 是 不 能 号 成 这 种 
形式 的 。 在 此 意义 下 ,几何 学 的 、 力 学 的 原来 间 题 与 分 析 的 辣 题 之 
间 就 有 了 不 苏 番 。 

一 般 ,对 于 决定 于 面 曲线 的 各 题 ,把 曲线 方程 写成 4=4(2z) 的 
形式 是 不 适当 的 , 而 利用 参 变 数 麦 示 就 要 好 些 


一 和 ( 人， 见 一 UVU(t (Og<t<1)., (24.1) 
采用 这 种 形式 以 后 , (13. 了 就 成 为 使 / 
J fe, ul = fz (ww £) jdt (24.2) 


成 为 最 小 的 变 分 问题 。4 表示 dx/dt 。 边 界 条 件 为 

z(0) =a0, (0) =bo, 2(1) =a1, wu) =b1, (24.8) 
因为 这 是 含有 两 个 画 数 2 办 ,4 的 问题 ,所 以 用 $21 所 壕 的 方法 
来 处 理 就 可 以 了 。 

但 在 这 个 问题 中 有 一 特点 , 那 就 是 用 求解 (24.2) 的 Bdler 方 
程 来 决定 范 数组 (24.1) 是 不 可 能 的。 这 是 因为 原来 ./ 的 值 是 依 曲 
栈 (24.] 的 形状 确定 的 , 它 并 不 依赖 于 用 参 变 数 1 来 表示 的 方法 ， 
所 以 没有 用 J 为 最 小 的 条 件 就 能 决定 画 数 (24. 了 的 道理 。 这 意味 
着 两 个 Buler 方程 不 是 互相 独立 的 。 然而 由 于 我 们 的 目的 是 决 
定 曲线 而 不 是 确定 贿 变 数 表 示 ， 所 以 并 无 妨碍 .这 一 事实 和 (21.1) 
形式 的 泛 范 中 ,， 卫 关 于 匆 ，…， 恒 为 正 一 次 弄 次 式 ， 即 对 于 任意 
的 8&>0,， 恒 有 

FL, Way 0 
一 8 让 ( Uy, Uny Ul Wn) (24.4) 
的 情形 是 一 样 的 (再 参看 $ 52~54) 。 

例 就 316 例 1 来 看 ; (24. 多 的 被 积 本 数 成 为 (0) (好 十 好) 而 Euler 

方程 为 
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Sf (W(t -圭一 一 0， 


(24.5) 
tf (4) (2 +) 3， | 


人 第 一 式 得 国 积分 
f (Ww (2 + 2) -一 常数 。 (24.6) 


现在 如 果 ./ (ao) 决 不 为 0, 则 依 (24.6) 或 者 是 4=0, 或 者 是 i 半 0, 二 考 必 居 其 

一 。 在 后 一 场合 ;由 于 曲 厌 能 写成 x=-wfz) 的 形状 ,所 以 属于 已 烃 处 理 过 的 情 
况 ( 红 6) 。 在 前 一 场合 ,就 有 X= 常数 , 而 逗留 曲 入 是 平行 于 w 轴 的 面 钱 。 此 
时 因为 (24.5) 的 第 二 式 也 满足 , 所 以 这 个 曲 艳 确 是 所 郑 卢 的 几何 问题 的 去 留 
曲 趣 。 故 在 图 16 .2 中 , 作为 通过 Po 的 过 留 曲线 ， 俩 直 的 直线 也 是 应 该 考虑 
的 。 这 种 形状 的 曲 态 不 能 用 v=w(z) 的 形式 表 出 ,此 时 , 寡 变 数 表示 就 是 必要 
的 了 。 


S$2 自由 端 


二 到 现在 所 考虑 的 问题 ,例如 在 (13.3) 中 ，, 曲线 v=w%(c) 的 两 
端 都 是 被 限定 了 的 。 然 而 这 样 做 是 不 必要 的 。 我 们 也 可 以 把 对 于 
可 取 栈 数 不 加 任何 边界 条 件 , 而 要 求 (13.3) 成 为 最 小 或 喜 留 的 疾 
题 作为 变 分 学 问题 来 考虑 。 这 类 问题 称 为 自由 端 间 题 。 与 此 相对 ， 
前 者 所 考虑 的 问题 就 称 为 回 定 端 问题 。 

这 时 , 对 于 逗留 面 数 来 说 ，Tuler 方程 仍旧 成 芝 ， 为 了 说 明 
这 一 点 ， 就 要 用 到 部 分 变 分 原理 。 如 果 w= 以 (z) 是 逗留 面 数 , 那 
么 当 只 考虑 在 区 间 端 点 ceo, ai 处 与 忌 (z) 取 相 同 值 的 夯 数 时 , J 在 
v= 处 也 必然 是 逗留 的 ,因此 根据 $14 中 同 料 的 理由 ,就 可 以 导出 

Koler 微分 方程 。 / 

但 在 这 里 由 于 泛 画 .7 对 更 广 范围 的 夯 数 v 来 人 说 都 成 为 逗留 
的 ,所 以 对 于 没有 边界 条 件 (14.2) 的 自由 的 mo) , 关系 式 (14.5) 
也 必须 成 立 。 对 它 作 分 部 积分 ,并 利用 w= 二 满足 Euler 方程 的 事 
实 , 就 得 
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[PF, (2)] 2 -=0， (285 .了 
“由 于 (25.1) 对 于 任意 的 7(40) ,7(o) 都 成 立 ， 故 42 必 满 足 
条 件 : 

在 六 一 coy ai 处 ,Zoo 一 0 (25 .2) 
这 个 条 件 并 不 是 从 开始 就 附加 到 可 取 画 数 上 的 ， 而 仅 是 逗留 面 数 
应 该 满足 的 条 件 。 这 称 为 自然 边界 条 件 。 通常 就 是 根据 它 再 从 
Euler 方程 的 解 中 选 出 所 求 的 画 数 。 此 外 , 还 可 考虑 左 端 固定 而 
右 端 自由 的 问题 , 许 是 逗留 面 数 就 满足 在 左 端 w (co) 一 如， 在 右 端 

w=0 这 样 的 边界 条 件 。 : 
自由 端的 条 件 就 是 指 可 取 曲 鞠 的 端点 分 别 在 直线 z= co，z= 

ai 上 。 记忆 更 一 般 化 ,例如 考虑 可 取 曲 镜 的 有 兹 在 已 知 曲 入 

f(s, W) = 、 (25.3) - 

上 的 场合 。 此 时 如 果 象 (24.1) 那样 用 参 变 数 来 表 出 可 取 曲 钱 , 屠 
末 泛 范 (18. 3) 就 可 写成 (24. 2) 的 形式 。 对 于 逗留 曲线 2 一 2 办，&% 
一 4 (人 及， 考虑 变 分 

Bo), uid) em(d),. (25.4) 

这 里 的 参数 si, ss 不 是 独立 的 , 而 是 依 (25.3) 由 如 下 的 关系 式 联 
有 系 起 来 ， 
f(z) +et(l), Ll) +ean(l)) =0., (25.5) 
将 (25. 代 天 (24.2) , 旭 林 了 成 为 61， ss 的 画 数 ,但 因 在 条 件 (25.5) 
下 , 当 sx=sa=0 时 .7 应 当成 为 逗留 的 ,所 以 利用 待定 乘 数 入 ,就 可 
写 由 条 件 [9(7] 一 入 f) /98y]oco-o 一 0(7=1, 2) .再 由 (办,&() 满 

足 Euler 上 方程 ,就 有 


(有 (的 -xj €D =0, 


(Fos—AfDan d=0. | (25.6) 
因为 (了 ) ,GD 是 任意 的 , 故 在 右 端 就 得 出 条 件 
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F—Fw—N\fs=0, Fu,—N\f,=0, (25.7) 
(注意 4/2==w)， 或 者 岂可 以 写成 : 
PP—FmM :Pf,'f. (25.8) 


这 称 为 横 堆 性 transversality) 和 条件。 在 自由 端 , 因 为 (25.3) 已 变 
为 z= 常数 的 情形 ,所 以 从 (25.8) 就 可 导出 (25.2) 。 在 (16.3) 的 场 
合 , (26.8) 成 为 1:w' 一 f。:f, 这 表明 带 留 曲 嫉 与 曲 厂 (25. 3) 正 交 ， 
光 时 和 覆 堆 性 与 正 交 性 相 一致 。 

”对 于 两 个 以 上 未 知 画 数 (§ 21), 以 及 含有 高 阶 微分 ($22) 等 情 
形 下 的 自由 端 轩 题 ,也 能 同样 导出 自然 边界 条 件 。 在 这 里 ,我 们 将 
邹 述 有 两 个 以 上 独立 变数 时 (8$23) 的 车 果 。 有 照例 ,虽然 v 必须 满足 
_ 了 oler 方程 (部 分 变 分 原理 ) ,但 因 在 “自由 边 ” 时 , (23.8) 和 的 (2,9) 
在 边界 处 不 为 0, 故 将 (23 .和 分 部 积分 , 划 剩 下 边界 积分 


| [Acos (pp，2) + HF,, Cos (» , ¥) jnds=0, (25.9) 


y 表示 边界 上 的 外 法 线 。 为 了 使 上 式 对 于 任意 的 了 都 成 立 ,必须 
在 六 上 ， 了 cos(2，7Z) +F,,cos(yv, y)=0., (25 .10) 


这 就 是 这 种 情形 下 的 自然 边界 条 件 。 
$ 26 向 着 一 方 的 变 分 


直到 现在 为 止 ,我 们 都 是 假定 了 ,7 [中 取 最 小 值 或 极 小 值 的 曲 
线 位 于 zw 平面 上 区 域 D 的 内 部 而 进行 讨论 的 , 但 也 有 曲线 化 着 
DD 的 边界 的 情况 ,此 时 Buler 方程 就 不 一 定 必 秩 满足 。 考 虑 (14.3) 
那样 的 变 分 时 ,，s 只 取 之 0 这 样 一 边 的 值 ,此 外 就 不 尤 许 了 ,这 是 
因为 在 se==0 处 ,7 虽然 取景 小 值 ,但 它 不 一 定 成 为 逗留 值 。 因 此 得 ， 
到 的 不 是 (14. 人 而 是 不 等 式 >0, 这 样 ,Puler 方程 也 必须 换 写 为 
不 等 式 (但 对 于 了 仍 假定 适当 的 可 微 性 ) 。 
”可 是 对 于 完全 位 于 D 内 部 的 最 小 曲 钱 部 分 ，Euler 方程 是 成 
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立 的 。 这 只 要 单 从 这 一 部 分 来 考虑 变 分 就 会 明了 (部 分 变 分 原理 ， 
825) 。 

例 再 就 16 的 例 3 来 看 。 由 于 f (w) = 地 在 x>0 时 都 有 定义 ,所 以 
一 部 或 全 部 都 适合 在 > 轴 上 的 曲线 也 可 作为 可 取 曲 契 。 虽然 治 着 z 朝 显 然 
有 五 =0, 但 因此 外 恒 有 互 > 0, 故 有 必要 把 这 样 的 曲线 作为 可 能 确实 粉 出 最 
小 值 的 曲 矿 来 考虑 。 因 此 在 图 16.2 中 , 折 坟 PQoQsPl 有 成 为 连接 Po Pi 的 
最 小 曲 矿 的 可 能 性 G39) 。 但 在 =0 时 , 由 于 习 不 是 可 微 的 ， 故 在 * 寺 上 ， 
不 能 考 谍 上述 的 “EEuler 不 等 式 "。 


527 等 周 问 题 


-作为 附 有 条 件 的 变 分 问题 之 一 , 有 所 讲 等 周 问题 (isoperime- 
tric problem)。 吹 在 (13.3) 的 7 [wd] 以 外 , 另 葵 出 同样 的 泛 画 。 “ 
Klu=| Ge， ol) dg, (27.1) 


并 规定 了 [wj] 的 值 ,这 时 , 求 了 [ww] 的 最 小 ( 极 小 ,这 留 ) 值 间 题 就 

是 等 周 问题 。 边 界 可 为 自由 端 , 也 可 为 固定 岗 。 等 周 问题 就 是 在 

. 周 长 一 定 的 所 有 并 曲线 中 ， 求 其 所 园 面 积 为 最 大 的 一 条 曲线 的 问 

题 , 这 是 它 命名 的 由 来 。 - 
县 “一 4(2) 为 所 求 的 极 小 西数 ,考虑 变 分 

&U 一 允 (Z) 十 191(2) + ena (2), (27 .2) 

将 它 代 和 vd, [wj], 就 得 到 两 个 变数 st ss 的 西数 V(elysa)， 

kK (81, 62) 。 由 于 依 假 定 , 在 KK(s81, 523) 一 大 这 样 的 条 件 下 , 当 81= 

es 二 0 时 J 取 极 小 值 , 故 借 待 定 乘 数 法 (§10) ， 下 式 成 立 : 

(9 )-a (经 全)~ 0, (和 ^ (Be)= 0. (27.8) 

( ) 表 示 81 一 es 一 0 时 的 值 。 用 和 以 前 导出 Euler 方程 时 完全 同 
样 的 方法 ,从 (27.3) 就 可 导出 (2) 所 应 满足 的 式 子 

(有一 和 人 G) 一 人 (F—AMG)w=0, (27 .4) 
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[从 (27.3) 的 两 个 式 子 都 得 出 (27.4)]。 可 兄 这 里 只 须 把 窜 积 事 数 
看 作 了 -和 G 而 建立 Euler 方程 就 可 以 了 。 关 于 自由 端的 自然 边界 , 
条 件 以 及 横 截 性 条 件 , 也 可 同样 处 理 。 这 里 已 没有 多 余 的 未 知 数 
和 出现, 代 检 宅 的 是 增加 了 -一 个 规定 [wj 的 什 的 方程 。* 

例 考虑 $16 的 例 4。 衣 连接 两 点 的 曲线 的 长 1 为 已 知 。 这 就 是 对 于 一 
条 由 两 点 支撑 着 的 有 重量 的 长 度 为 的 线 如 何 确定 其 形状 的 问题 。 因 此 条 件 
是 . 

Kiw] = 六 ( 工 十 23) sd 一 1 ) (27.5) 


故 在 (16.5) 中 令 J(O = 4 一 入 即 得 所 求 的 Euler 方程 的 积分 ， 从 而 代替 
6.14) ,有 . - 


8 一 入 十 ceosh 2 一 ， (27.6) 
这 便 是 去 留 曲 刹 的 表达 式 。 著 把 它 代入 (27. 申 ,就 有 
: z sinh 2 _ sinh 二 (27.7) 
(27.6) 通 过 两 点 (aoy bo) ，(w， b1) 的 条 件 是 
入 十 c cosh 全 二 一 bo 入 十 C cosh 二 一 Di。 (27 .9) 


从 这 三 个 式 子 就 可 决定 常数 sy。 容易 看 出 ,如 果 12>> (Qi 一 60)3 十 (bi — bo0)? 
( 朗 入 的 长 比 两 点 央 的 距离 大 ) , 则 无 芥 何 时 解 都 存在 而 且 是 唯一 的 。 在 此 意 
义 下 , 附 有 条 件 的 情形 比 没有 条 件 时 (316, 例 4) 还 要 窜 易 处 理 些 。 … 


$28 变 分 法 的 目的 与 内 容 


”在 待 束 本 章 之 前 , 喜 一 均 变 分 法 的 目的 想必 不 是 无 从 的 。 原来 变 分 法 是 
作为 泛 画 的 最 小 (大 ) 值 问题 而 提出 的 , 但 后 来 的 发 展 就 不 一 定局 限 在 这 个 问 
题 上 。 就 某 种 意义 来 说 , 认为 单纯 的 逗留 性 较 最 小 或 极 小 更 为 本 质 , 从 而 把 
变 分 法 看 成 是 娃 葵 泛 画 Jo 与 它 的 Euler 方程 在 形式 上 的 关系 的 这 种 看 法 
也 是 可 以 的 。 根据 这 种 看 法 , 变 分 法 不 过 是 为 了 导出 ， 或 是 为 了 表现 一 个 或 
一 租 微分 方程 (Euier 方程 ) 的 一 种 较 便利 的 手段 。 然而 序 使 仅仅 在 这 个 意 
义 下 , 变 分 法 实际 上 也 发 控 了 很 大 的 作用 。 在 物理 学 的 各 个 分 支 中 , 能 看 到 
的 所 乡 变 分 原理 的 很 多 法 则 就 褒 明 了 这 一 点 。 
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在 很 多 场合 , 变 分 原理 仅 以 活 醒 与 Buler 方程 的 关系 作为 对 象 。 在 这 种 
场合 下 ,也 存在 着 这 样 的 问题 ， 那 就 是 具有 微分 方程 形式 的 Euler 方程 与 泛 
陋 的 返 留 性 之 关 ' 突 况 嘱 一 个 是 更 基本 的 物理 法 则 ?从 数学 的 观 点 来 看 , 这 也 
是 一 个 章 要 的 二 题 ,但 在 这 里 不 加 叙 壕 。 

就 杰 分 法 的 最 初 意义 来 统 ，Euler 方程 不 过 是 景 小 或 极 小 的 必要 条 件 之 
一 , 仅 莽 它 的 研究 位 未 尽 变 分 法 之 能 事 。 求 最 小 ( 极 小 ) 的 必要 而 且 充 分 的 条 
件 也 将 是 它 应 该 包括 的 内容 , 但 这 是 个 困难 的 问题 。 关于 这 个 问题 , 在 本 局 
中 只 能 计 论 两 三 个 充分 条 件 。 

作为 处 理 变 分 问题 的 方法 , 有 完全 不 依 顿 于 Euler 方程 ,而 直接 以 最 小 
( 极 小 ) 问题 为 和 答对 象 的 所 疆 坎 接 法 。 这 虽 是 比较 新 的 东西 , 但 对 变 分 学 来 
襄 却 是 最 自然 的 方法 。 序 使 导出 了 Euler 方程 , 要 解 它 也 决 不 都 是 容易 的 ， 
这 只 要 看 满足 边界 条 件 的 解 不 存在 的 例 ( 昌 9， 例 3, 人 就 会 明了 。 实 际 上 ,你 
理 微分 方程 的 边 值 问题 一 般 是 困难 的 ,所 以 ,把 灾 分 间 昨 归 精 到 边 值 问题, 也 
可 以 衣 是 反而 将 开题 复杂 化 了 。 认为 把 变 分 则 题记 基 大 有 形式 进行 处 理 比 较 
好 些 的 署 法 ,就 是 从 这 里 产生 的 。 志 接 法 对 于 解 的 存在 的 证明 员 然 特别 有 效 ， 
但 本 书 只 打算 从 其 应 用 方面 来 考察 。 从 这 一 观点 来 看 , 直接 法 所 取 的 就 是 所 
于 近似 解法 的 形式 。 古典 方法 将 变 分 问题 归 精 为 微分 方程 , 但 在 这 里 , 反 讨 
来 将 微分 方程 联系 到 适当 的 弯 分 法 ,而 近似 地 解 谈 分 问题 。 象 这 样 把 半 题 回 
过 来 处 理 的 情形 是 屡见不鲜 的 。 


-了 于- 
习 


工 在 点 zy 4 处 ;介质 的 折射 率 为 4 (x, ， 光 通过 两 点 并 需 时 最 小 的 路 
径 就 是 洋 际 的 光线 。 这 就 是 所 谓 Fermat 原理 。 庆 将 它 改 述 为 变 分 法 问题 。 
光 的 速 旗 与 “成 反比 。 

2. 试 对 $16 的 各 例 作 出 其 Euler 方程 。 

， 在 含有 多 个 豆 数 的 泛 列 (21.1) 中 ,当下 不 显 售 2 时 ,证明 Euler 方 

各 由 有 冲积 分 并 将 它 求 出 。 

4. 在 含有 高 阶 微分 的 泛 册 (22.1) 中 ， 当 三 不 显 含 2 时, 起 明 Eunler 方 
程 具 有 如 下 的 首次 积分 : 


d yj 0 |， 
Fu [Fo 一 dx Ti +t f wo | Fw 


a 
Aax 


a | 
A | Pu 一 -有 Fu te | -= c, 
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5。 在 捷 线 间 题 中 , 斌 计算 运 留 值 了 CLwj (利用 对 应 于 妃 ; 的 角 纪 来 者 出 ) 。 
特别 当 Pi 在 与 Po 同样 高 时 (bi 一 9) 如何? 

6. 在 $16 的 例 1 中 ;就 求 Jo = 时 的 逐 留 鸭 数 。 

7. 试 求 z 

了 [2 回忆 (2 十 2 2) 二 dz (uw>0) 
的 逗留 曲 越 。 

8. 证 明 形 如 


J[Lu] =| ukg (wu') dr 


的 泛 图 的 去 贸 图 数 具有 “=cp (二 ) 的 形式 (c, 为 任意 常数 )。 注意 $16 


的 例 2， 3,4 是 本 是 的 特殊 情况 。 
9. 指出 对 于 (24.4 那 样 的 了 ,Buler 的 关系 
， “WF 二 二 WP = 
已 寺 地 成 并 ,并 各 用 这 一 关系 奔 明 恒等式 (故此 交通 决 茵 正则 的 ) 
det (Fyws) =0, 
10. 在 w(0) =0, ww(1) =1 这 样 的 条 件 下 , 襄 明 
J[%]= | (1L +-u’?) -1ad 


虽然 没有 最 小 值 也 没有 最 大 值 ,但 7] 的 值 具有 有 限 的 上 限 1， 下 限 0. 本 题 
说 明了 泛 范 不 一 定 有 最 大 值 ,最 小 值 。7[ 轨 的 逗留 贾 数 是 付 么 ? 


第 3 章 二 次 微分 式 的 变 分 


正如 第 1 章 中 的 二 次 整 式 的 极 值 问题 是 一 般 场 合 的 基础 一 
样 , 在 变 分 法 中 , 窜 积 泵 数 是 未 知 西数 的 二 次 式 的 情形 , 在 理论 上 
以 及 应 用 上 也 是 基本 的 。 此 时 Euler 三 程 成 为 线性 的 。 回 有 值 问 
题 与 它 有 密切 的 关系, 我 们 设想 读 省 已 具有 这 方面 的 一 定 知识 。 胃 
例假 定 以 下 所 过 到 的 画 数 者 是 足够 次 数 可 微 的 。 


$29 一 次 微分 式 的 极 值 问题 


仅 有 一 个 关于 单 变数 zx 的 求知 画 数 2) 的 二 次 微分 式 具 有 
如 次 的 形式 : 


J [ww] -| [PP(O) 20 (2) uw 十 人 (CU 


+2f (vw)ut2g (2) war. (29 .1) 
与 %, 4 无 关 的 项 由 于 无 关 . 重要 而 略 去 了 。 经 过 简单 的 计算 就 会 
知道 , 这 个 泛 画 的 Euler 方程 是 由 下 列 关于 的 二 阶 厂 性 微分 方 
程 给 出 : z : | 
» 0) + (pu+9 一 了 一 0. (29.2) 
作为 边界 条 件 , 对 固定 端 问 题 ,的 值 在 端点 处 为 已 知 , 而 在 自由 

端 时 , 依 (26.2) 就 要 求 有 自然 边界 条 件 : 
在 2=ao, ai 处 ， rw -qu 十 9 一 0. (29 .3) 
要 上 述 问 题 是 正 妈 的 (319) , 依 (19.1) 就 必须 到 处 有 "(zx) 大 0. 

”于 是 以 下 假定 

r(x)>0 (co<z 入 41) ， (29. 4) 
作为 另外 的 例 试 考 虑 关于 二 变数 zz 0 的 面 数 (zy) 的 二 次 
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微分 式 / 
Tel=| [tert2f le Wuldady, (295) 
相应 的 Puler 方程 是 线性 仿 微 分 方程 - 
Au=f. (29.6) 


人 A 是 Laplace 算 子 (Aw 一 ws 二 wy)， 演 界 条 件 是 , 车 为 固定 边 ， 则 
在 G 的 边界 上 的 值 为 已 知 (这 称 为 偏 微 分 方程 (29.6) 的 第 一 
种 边界 条 件 ) ;车 为 自由 边 ;, 芭 依 (25.10) 就 要 求 适合 自然 边界 条 件 
(第 二 种 齐 次 边界 条 件 ) : : z 


0% 一 0. (29 .7) 
Ov 


更 一 般 的 ， 可 考 虎 将 合 有 边界 积分 的 项 加 到 (29.5) 的 泛 丽 上 
而 有 


J [uw] =|| t++2f dvdy 


+| [p(s) 2 +20 (s) ulds. (29.8) 


Baler 方程 由 于 不 受 边 界 积分 的 影响 , 故 仍 由 (29.6) 葵 出 。 对 于 
固定 边 , 由 于 (29.8) 的 最 后 一 项 成 为 常数 , 所 以 问题 一 点 不 变 ; 但 
对 于 自由 边 ,自然 边界 条 件 就 变 了 。 依 变 分 (28.3) ,由 于 (25.9) 式 
加 上 了 这 样 的 项 : | 

| (2pu + 20)nds, 
结果 ,自然 边界 条 件 就 成 为 (第 三 种 边界 条 件 ) 


OU 加 
By teuto 0., (29.9) 


把 相当 于 (29.8) 的 第 二 项 的 式 子 对 (29.1) 来 考虑 的 话 ， 就 有 
如 下 的 形式 : 
poui +200uo0d- p12 + 20 (lo 一 2(ao) WU=u(G1)). (29.10) 
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把 它 附 加 到 (29.1) 来 考虑 自由 端 间 题 ， 则 (29.3) 的 自然 边界 条 件 
就 变 为 
roud+ (qo— po) Uo + go— oo=0, | 
Wi 十 (qi 十 Pi 十 91 十 01 一 0、 
这 里 雹 一 Ww'(go) ,70 一 ?(40) 等 等 z 
(29.10) 虽然 不 是 取 积 分 的 形式 ， 但 仍 是 夯 数 v(z) 的 泛 画 。 
在 这 里 所 以 不 加 上 ww 这 样 的 项 , 是 由 于 作为 所 考虑 的 可 取 面 数 
wo) 的 泛 画 , 蕊 等 已 经 是 特异 的 东西 了 。 依 同样 的 理由 ,在 (29.8) 
的 第 二 项 中 世 涪 有 引入 的 导 丽 数 。 


(29.11) 


830 固有 值 间 题 
仅 取 (29. 了 ) 的 二 次 齐 次 的 部 分, 凶 : 
: J [2] -| [ze+29 (zw) uw tr ww]dr, (30.1) 
另 取 确 定 的 范 数 X(2) >0， 苦 附 以 条 件 . 
K [wu] =| (0) wd —1, (80.2) 


而 考虑 求 了 的 最 小 (逗留 ) 值 问题 。 这 是 等 周 问 题 (827) 的 一 例 ,而 
Euler. 方 程 则 是 了 一 AK 的 Enler 方程 ,由 下 式 烙 出 : 


(rw )' 十 (9 一 力 十 入 1) 一 0 (30 .3) 
再 作为 边界 条 件 ,如 果 从 开始 就 要 求 
1 一 2(Co) 一 0， 信 一 VCci) 一 0， ， (30 .4) 


其 依 (80.3) ，(30.4) 就 产生 一 个 固有 值 问题 。 要 使 方程 (30.3) 的 
”满足 (80. 约 的 解 存 在 ,就 不 能 取 任 意 的 值 ;而 必 为 某 些 特定 的 值 ， 
这 些 值 就 称 为 固有 值 ， 并 用 和 +:，Aa， … 求 表示 。 固有 人 和 什 的 决定 与 条 
件 (80.2) 无 闫 ,而 (30.2) 仅仅 对 于 把 固有 画 数 w(o) 的 大 小 加 以 规 
范 化 发 生 作 用 。 
固有 值 分 布 的 大 概 状 况 从 下 面 的 考察 中 就 能 知道 。 由 于 估 
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(29.4 由 定 了 (zc)>0, 故 (30.3) 的 解 wz) 具有 这 样 的 图 形 , 序 落 
和 大 ; 划 了 迅速 地 振动 ,而 车 入 充分 小 (代数 的 ) , 划 不 振动 。 今 坛 合 和 
取 各 种 值 , 并 在 (30.3) 的 解 中 观察 满足 w(co) =0 的 解 , 旭 当 入 充 
分 小 时 , w(x) 的 图 形 完 双 不 振动 ， 而 成 为 V(o) =0 的 点 ( 称 为 节 
(node)) , 除 = co 以 外 就 没有 了 。 当 入 变 大 时 ,最 初 的 节 出 现 了 ， 
且 随 着 入 的 增 大 而 向 左 推进 。 这 个 荡 蜀 巧 与 o 一 致 时 入 的 什 入， 
就 是 最 小 的 固有 值 。 和 进一步 变 大 时 第 二 个 节 出 现 了 , 它 与 41 一 
致 时 入 的 值 Xa 是 第 二 个 固有 值 。 这 样 一 来 , 固有 值 就 作成 如 下 的 
数列 : 

A1 < As (30.5) 
而 当 n->o2 时 ,就 有 hn->oo。 同 时 ， 可 知 属于 和 的 固有 画 数 w "在 
区 疝 (co， cz) 的 内 部 恰好 有 (n 一 1) 个 节 。 

以 上 考虑 了 固定 端 (30.4) ， 至 于 自由 端的 情形 也 大 体 相 同 。 
这 时 一 般 是 将 (29.10) 的 二 次 项 pw 十 pa 如 附加 到 (30.1) 。 自 然 
边界 条 件 依 (29. 了 1) 变 成 (因为 (30.2) 不 含 w 所 以 边界 条 件 中 没 
. 及): 

Yo 十 (do 一 po)zo 一 0， 711 十 (qi +p1) wi =0, (30. 6) 
此 时 固有 值 X., 固有 画 数 wo" 的 叙 列 也 存在 。 ， 

在 上 而 暗中 假定 了 系数 >(w) 等 具有 充分 的 连 糙 性 ， 特 别 依 
(29.4) ， 7 2) 在 于 区 商 [co ci] 上 有 正 的 下 界 (7 (%) 宇 6>>0)。 如 
果 这 样 的 条件 不 满足 ， 划 对 上 上述 固有 值 的 性 质 作 适当 修正 是 必要 
的 。 

”对 于 =- 维 的 问题 (29.5) 或 (9 8) ,也 可 考虑 同样 的 等 周 周 
题 。 最 简单 的 是 在 附带 条 件 


gta=|| jc, yurdrdy=1 (%>0) “(80.7) 


之 下 ,使 
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J [u] = i (+2) dvdy (80.8) 
G 
成 为 最 小 (逗留 ) 的 问题 。 宅 就 引 到 如 下 的 Euler 方程 
Av 十 和 0U 一 0。 (30 .9) 
如 果 添 上 边界 条 件 : | 
在 了 处 ， w=0,.. (30.10) 


则 (80.9) 就 成 为 固有 值 问题 。 若 是 %(z, 9y) >0, 旭 仍 只 有 茶 些 特 
殊 的 入 值 入, Xa，… 是 固有 值 。 在 此 虽然 也 是 AM<%s<…， 但 在 
{名 中 可 以 有 彼此 相等 的 ( 娘 重 固有 值 )。 i 


$ 31 固有 一 数 的 正 交 性 与 完备 性 


如 果 就 前 节 计 论 过 的 问题 (30.1) ，(30.2) , 将 两 个 画 数 (2)， 
v (2) 的 内 积 记 为 : 


(2 9) -| Www) (v) dy, ”_(31.1) 
并 定义 算 子 4,B 如 下 : 
u(t Dw] ey 
Bu = ku, 
则 4, B 为 对 称 的 ,部 成 并 关系 : z 
~ (Au, 2)=(u, Av), (Bu, 2)= (w, Bw), (31.3) 


但 限定 4 仅 作用 于 满足 边界 条 件 (30.4) 的 画 数 。 于 是 (31.3) 的 
第 一 式 依 分 部 积分 可 江 到 得 出 。 更 因为 有 
(WU Au) =J [42], lu, Bw) = kK [yl], (31.4) 
因此 所 考虑 的 问题 委 生 为 在 (w,，Bw) =1 的 条 件 下 使 (w, Aw) 成 为 
过 留 的 问题 , 且 与 $5 的 问题 在 形式 上 完全 相同 。 实际 .上 ,Fuler 
方程 (30.3) 可 号 为 
Aw=ABu, (31.5). 
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它 取 与 (5.6) 完 全 相同 的 形式 。 

$ 6 所 述 的 兰 有 画 数 的 正 交 性 (6.2) 也 以 完全 相同 的 形 式 底 
了 开 。 这 是 因为 

LU 一 和 BUDD，42000 一 和 BUDD ， (31.6) 
利用 4, B 的 对 称 性 就 有 | 
Ny (wD), Bu'®)) 一 (2 ， LV) 一 (Aw'), Ww ) 
一 人 入; (Bu 1 ) = 入 (2 ， Bw)) , 

与 $6 不同 之 处 就 是 这 里 固有 值 的 数目 有 无 限 多 。 可 是 利用 
无 限 多 个 相应 的 固有 画 数 {ww)}, 就 可 以 将 “任意 的 " 画 数 ww(2) 
展 成 如 次 形式 : 


oo .1 
WV (w) 一 之 Se200(2) 。 (31.7) 


这 种 展开 刚巧 与 矢量 的 展开 (6.3) 相当 , 且 展 开 系数 名 由 与 (6.4) 
完全 相同 的 式 子 入 出 。 对 此 有 / 


K[e = BO ~ 8, 7 [ul = oo Aw) = BN (81.8) 


成 立 , 也 与 56 一样 。 事 实 上 ,虽然 (31.7) 右边 的 无 穷 级 数 并 不 一 
定 总 是 在 通常 意义 下 收 合 的 (在 这 里 用 了 ~ 这 样 的 记号 ) ， 但 无 
其 怎样 ,对 于 (31.7) 所 确定 的 系数 ，(31.8) 总 是 成 立 的 。 这 称 为 
Parseval 公式 , 而 称 这 一 公式 成 立 的 正 交 系 {xt} 是 完备 的 。 

在 (31.8) 成 立时 ,36 中 所 述 的 桔 果 都 照样 成 立 。 因 此 固有 值 
和 都 是 在 附带 条 件 [4] 一 1 之 下 J [4] 的 逗留 值 ， 而 它 的 型 数 等 . 
于 4; 一 卫 特别 为 是 最 小 值 。 叉 在 及 [4] 一 1 之 外 , 添上 i 一 1 个 一 
次 移 束 时 ,7 [的 最 小 值 中 的 最 大 值 等 于 入， 

相当 于 $6 中 考虑 过 的 条 数 %% 在 这 里 是 co， 而 最 大 的 固有 入 
不 存在 。 故 了 [w] 有 最 小 值 但 无 最 天 值 。 象 这 样 关于 了 的 大 小 方 
面 的 性 质 有 所 不 同 , 不 待 昔 是 同 (zc) >0,%(w) >0 的 假定 有 关 的 。 
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对 于 问题 (30.7) , (80.8) ,情形 也 大 体 相同 。 这 时 只 要 如 下 来 
定义 内 积 (，) 及 算 子 4, 了 就 可 以 了 : 


(©) = |Jule, Doe, y) dvdy, (81.9) 


z Au= —Au, Bu=Ewu. (31 .10) 
但 设 4 所 应 作用 的 画 数 % 是 满足 边界 条 件 (30.10) 的。 于 是 在 形 
式 上 同样 的 千 果 (31.3) ~ (31.8) 成立。 但 这 时 由 于 固有 值 中 可 以 

有 相等 的 ， 所 以 相应 的 固有 画 数 就 应 技 正 交 的 要 求 来 确定 。 详 杂 
情史 请 参看 有 关 固 有 值 则 题 的 专著 。 


$32 正定 二 次 形式 


在 前 节 记 述 的 固有 值 问题 中 ,如 果 和 >0， 肥 所 有 的 固有 信者 
是 的 而 且 反 过 来 也 成 立 。 此 时 依 (31.8), 一 般 是 [中 之 0, 而 

当 所 有 的 名 = 0, 因而 %=0 时, 才 有 .7[ 困 = 一 0。 故 若 j>0, 天 
7 [wu] 是 (狭义 ) 正定 的 。 而 且 反 过 来 也 成 立 。 

实际 上 , 所 户 7[w] 是 正定 的 条 件 仅 为 了 的 性 质 , 而 与 下 无 
关 ， 所 以 利用 与 7 及 K 前 有 关系 的 固有 值 和 1 来 表示 也 可 就 是 不 
适当 的 。 事实 上 , 就 是 不 用 入, 也 能 够 将 这 个 条 件 表 达 出 来 。 从 
8830 所 述 就 会 明了 ,为 要 和 >0, 其 必要 而 双 充 分 的 条 件 是 在 (80.3) 
中 合 和 =0 以 后 所 得 式 子 的 解 v(z) 虽然 满足 ao) 一 0, 但 在 co<z 
<a1 时 决 不 成 为 0。 因 为 常 微分 方程 的 解 是 连 积 地 依赖 于 初 姑 条 
件 的 ,所 以 代替 wlao) =0, 而 取 充 分 小 的 。 来 考虑 wao 一 es) 一 0 这 
料 的 解 , 则 它 在 co 和 zsox 时 决 不 应 该 成 为 0。 因此 得 到 了 如 次 的 
定理 :对 于 满足 (co) =V(ci) 一 0 的 任意 的 wl2) 才 0, 为 要 


J [wu] = | [ Pp (WT+2g 2) uw +r (2) ud >0 (832.1) 
恒 能 成 立 ,其 必要 是 充 分 的 条 件 是 在 微分 方程 
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: (rw )'+ (gq —p)wu=0 . (82.2) 
的 所 有 解 中 有 在 于 区 间 [eo,41]1. 上 决 不 为 0 的 解 。 这 个 条 件 与 从 z) 
完全 无 关 。 

以 上 应 用 疯 有 值 间 题 的 理论 导出 了 这 个 定理 ， 但 也 可 直接 简 
单 地 证 明 这 个 条 件 是 充分 的 。 为 此 ， 讼 (32.2) 的 解 中 不 为 0 的 是 
v (2) ， 因 | / 

p=g + 声 (ro (32.3) 


”将 此 代 久 (33. 了 9 ,被 积 丙 数 变 为 


十 二 (70') "02 -| 29uw' + ro 


= (qu? 二 二 To )— ro (全 十 


-0 


前 一 项 的 积 世 后 为 0, 而 剩 下 的 项 不 为 入。 仅 当 w/v 一 常数 时 才 到 
处 有 w= (wu'v)v', 但 因 %% 在 区 间 的 端点 为 0, 而 ov 决 不 为 0, 故 车 
u 直 0, 姑 这 样 的 情况 是 不 可 能 的 。 由 此 就 证 明了 J [w] >>0(w 才 0). 
为 了 襄 ' 明 上 述 的 条 件 ， 利 用 共 二 点 这 一 概念 有 其 便利 之 处 。 

指定 了 定点 wo 时 , 在 微分 方程 (82.2) 的 所 有 解 中 , 满足 (wo) 一 0 
的 解除 了 相差 一 常 数 因子 以 外 只 有 一 个 。 这 个 解 的 零点 中 紧 位 于 

wo 的 有 邻 的 , 邹 必 >ao 而 最 初 使 
wu (wm) 一 0 的 点 v1, 称 为 微分 方程 
(32.2) 的 oo 的 共 塌 点 。 因 此 ,为 
了 要 (32. 了 成 立 ,其 充 要 条 件 为 : 
2 关于 (32.2) 的 ao 的 北 邢 点 w' 或 
4 32.1 者 没有 ,或 者 比 41 大 (图 32.1) 。 
二 次 形式 (80.8) 恒 为 正定 ， 这 从 它 的 形式 就 会 明了 。 因 此 
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(30.9) 的 固有 值 入 都 是 正 的 。 : 
例 ”如果 《(0) =w(1) =0, 证 明 


| load > Wid, (32.5) 
0 0 
设 5>0, 命 
J[%]= | | 一 Ts w laz, (32.6) 
基因 p= 一 22(1 十 28) "3, 9 一 0 7 三 工 所 以 ) 若 取 
V(X) 一 SIim To (TX + 6) 


作为 微分 方程 (32.2) 的 解 , 则 它 在 [0;1] 上 决 不 为 0. 由 此 车 u 关 0, 则 J[u]>0， 
在 这 里 车 合 s->0, 即 得 (32.5) 。 还 有 ,在 (32.5) 中 着 脱 w 一 esin mm， 则 等 号 
成 立 。 


$33 极 小 问题 


在 § 29 中 , 我 们 仅 是 作为 二 次 微分 式 (29. 卫 的 逗留 条 件 而 求 
出 了 Euler 方程 , 今 试 求 此 逗留 值 成 为 极 小 值 (或 最 小 值 ) 的 条 件 。 
暂且 假定 满足 Euler 方程 (29. 2) 与 边界 条 件 的 酚 数 "~ 尺 (2) 是 存 
在 的 。 命 

w= (v2) 十 8 (2),， (33.1) 

并 代 大 (29.1) , 因 志 满足 Buler 方程 与 边界 条 件 , 故 。 的 一 次 项 为 
0, 且 有 / 
J [4%] = [4 oot ag te (83.2) 


车 除去 因子 s?, 旧 右 边 就 有 与 (82. 了 相同 的 形式 。 信 来 考虑 固定 
端的 情形 ,于 是 变 和 分”(2) 在 z= 二 a0, ai 处 为 0， 为 要 J 了 [要 是 极 小 , 
当 % 寺 0 时 ,其 必要 而 充分 的 条 件 是 (33.2) 恒 为 正 的 。 为 此 , 依 前 
节 的 定理 ,关于 微分 方程 (32.2) 的 点 co 的 共 乾 点 较 1 为 大 又 是 
必要 而 且 充分 的 。 实 际 上 ， 在 这 一 问题 中 由 于 s 没有 取得 站 的 必 
要 ,所 以 这 时 .7[z] 是 狭义 强 极 小 值 , 同 时 也 是 狭义 最 小 值 。 
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以 上 全 假定 了 边界 值 间 题 的 解 娘 是 存在 的 ,而 事实 上 , 当 上 述 
条 件 满 足 时 ,元 确 是 存在 的 、 这 是 因为 乍 (32.2) 的 解 中 , 满足 
wo (Qo) 二 0 的 解 与 满足 Ww (a1) =0 的 解 互 为 线性 无 天 ( 即 wo (@1) 
关 0, ti (co) 关 0) ， 所 以 在 (29.2) 的 一 般 解 

4 一 ( 特 解 ) 十 couo (2》 村 ct (%) 
中 ,适当 地 选取 co ci 就 能 使 w(40) ,ww(@1) 取 任 意 的 值 。 

,由 于 要 求 闫 题 的 正 盈 性， 我 们 从 开始 就 假定 了 介 (29.4) 那样 
的 7(%) >0， 但 如 要 了 [J] 有 极 小 值 ,这 “ 几 
乎 ”是 必要 的 。 这 是 因为 假如 在 某 一 点 zo 
处 r(zo) <0, 划 在 me 的 适当 的 某 一 近 旁 有 
r(w) 二 0， 如 果 在 那里 如 图 33.1 那样 选取 
仅 在 ze 的 附近 才 不 为 0 的 画 数 , 则 当 6->0 
时 ,(33.2) 的 右边 第 三 项 就 对 值 来 说 将 比 
其 他 的 两 项 都 要 大 些 , 从 而 J [td] < 过 J[ 友 ， 
对 于 泛 画 (29.5) , 瞪 边 界 值 问题 的 解 为 丸 (v,y) ， 著 全 

2 一 wv (%, 9) +en (%, Y)， . (33 .3) 


基因 | : 
Tu] TI -ed | (E+ drdy, (83.4) 
显然 有 .7 []> 了 [四 ， 从 而 了 [四 是 ,7 的 次 义 最 小 值 。 此 时 在 关于 
画 数 f(z, 办 与 区 域 G 的 适当 条 件 下 ,虽然 也 能 证 明 解 却 的 存在 ， 
但 这 个 证 明 井 不 象 常 徽 分 方程 中 那样 简单 。 至 于 这 个 证 明 ， 有 把 
闽 题 部 粹 作为 介 微 分 方程 的 边界 值 问题 来 处 理 的 方法 ， 也 有 直接 
作为 变 分 法 问题 来 处 理 的 方法 (直接 法 , $ 28) 。 


4 习 
1， 证 有 明 当 ww(a0) = boy w (al) =bi 被 指定 时 , (29 .了 的 逗留 值 J 了 [ 吕 等 于 


习 题 53 
一 一 Ci ， ~- -- 
gibi+t+ ribu{ + b191— 49008 一 ropowo 一 bo9o + 上 | (ju 十 9IU DG 
(但 和 = 二 9 (40) 等 等 )。 
2。. 证 明 J[ 2] = 上 | 2Z22i202 24(0) =0, 1(I) = 
1 


没有 最 小 值 。7 的 下 限 为 何 ? 如 果 用 x* 来 代 换 x2 将 会 怎样 2 注意 到 ， 如果 “ 
观察 满足 边界 条 件 的 逗留 曲线 ,不 难看 出 它 确 腾 葵 出 最 小 值 。 (为 什么 ?) 

3. 在 (32.4) 中 会 用 的 v 是 (32. 的 解 ,就 证 明 对 于 任意 的 玉 数 v(e) 0， 
同样 的 Y[ 习 满足 : 


JI>|| -+p-g | ar. 
4. 导出 : 
J = | (24 一 ui) drdy 
的 Euler 方程 。 襄 明 在 G 的 边界 T 上 指定 任意 的 边界 值 w(s) 时 , 扣留 隐 数 
不 一 定 存 在 。 


第 4 章 极 小 的 条 件 


在 第 2 章 中 仅 着 眼 于 泛 画 的 逗留 性 ， 而 实际 上 逗留 值 是 否 为 
极 小 或 最 小 从 未 作为 问题 提出 。 本 章 将 利用 第 3 章 的 千 果 来 讨论 
这 些 问题 ,不 过 考虑 到 应 用 上 的 便利 ， 所 以 重点 放 在 极 小 或 最 小 发 
生 的 充分 条 件 上 。 


$ 34 第 二 变 分 , Legendre 条 件 


再 就 (13.3) 的 泛 画 来 考虑 固定 如 的 变 分 问题 。 在 导出 Euler 
方程 时 ,全 绝代 和 人 变 分 (14.3) 并 全 〈97 /908)。-o 一 0， 但 一 般 对 于 & 
的 函数 J [w。] 应 用 Taylor 定理 就 得 


64) (84.1) 


J [ul /= 人 ) +3 二 


0 是 0 与 es 之 间 的 实数 。 
(34.1) 的 右边 第 一 一 项 是 了 的 第 一 变 分 ， 它 成 为 0 就 是 逼 留 性 
的 条 件 。 第 二 项 (或 者 于 此 取 9 一 0) 称 为 第 二 变 分 。 为 要 J[ 刀 ] 是 
“J 的 狭义 极 小 值 ， 其 必要 且 充 分 的 条 件 是 对 于 充分 小 的 181， 
(037 /983) .oo>0， 将 (13.3) 代 天 JI, 并 把 这 个 条 件 写 出 杂 就 得 


[EB 2 Pd) em + Pes) ldn>0, (934) 


(Fu)o 等 的 意义 是 

(Pin)e= Fuulz, L(2) +0n(%), (wv) 十 97 (0)),.. (34.8) 
这 里 9 虽 是 s 的 画 数 ,但 9 与 的 关系 着 不 是 从 开始 就 输出 了 的 ， 
因为 一 般 是 很 复杂 的 ,所 以 (34.2) 作为 必要 条 件 没有 太 大 的 作用 。 
然而 由 于 s 一 0 时 9->0, 故 (34.2) 可 看 作 是 这 样 的 条 件 : 
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| (Fm +2P ,mmm + um ) dy >0. (34.4) 


了 ww 等 等 是 在 (34.3) 中 置 0=0 后 的 值 ($14)， 

(84.4) 的 左边 是 关于 7 的 二 次 微分 式 ， 且 与 83.2) 具有 相同 
的 形式 。 为 要 它 暴 正 值 的 ,正如 $33 中 所 指出 ,首先 : 

Fw>0 (34.5) 

几乎 是 必要 的 。 实际 上 , 内 为 我 们 的 主要 目的 仅 是 讨论 正则 的 间 
题 19) ， 所 以 (34.5) 在 本 质 上 并 不 是 新 的 假定 。 (34.5) 称 为 
Legendre 条 件 。 
， ， 俩 如 在 $19 中 所 全 注意 的 那样 ,对 于 $16 的 各 个 例子 来 襄 ,Legendre 
条 件 都 是 满足 的 。 


§ 35 Jaoobi 网 


仅 是 Legendre 条 件 ， 对 于 条 件 (34. 人 的 成 立 来 说 并 不 是 充 
分 的 。 为 此 还 必须 $32 及 $ 38 所 述 的 正定 性 的 条 件 成 立 。 邹 关 
于 (84.4) 的 二 次 形式 的 最 小 的 固有 值 h: 必须 为 正 。 如果 用 另外 
的 表示 方法 , 那 就 是 要 求 关于 % 的 微分 方程 

(Purwv)' + (SPFow Fis)s=0 (35.1) 


的 2=ao 的 共 更 点 a!' 要 比 ai 大 些 。 这 称 为 Jacobi 条 件 , 而 (35.1) 
就 称 为 Jacobi 微分 方程 。 

Legendre 条 件 和 Jacobi 条 件 与 特定 的 逗留 画 数 4(w) 有关。 
这 是 因为 了 ww 等 都 由 了 ww lv, wz) ,wv (2)) 确 定 。 这 些 条 件 的 满 
足 与 (84.4) 的 成 立 是 等 价 的。 虽然 (34.44 与 芙 的 极 小 条 件 (34.2) 
有 所 不 同 , 但 如 果 (34.4) 成 立 ， 则 对 于 充分 小 的 8。 (因而 充分 小 的 
0) ，(34.2) 也 就 成 了 并。 后 者 不 只 是 在 到 定 %(%) 后 当 |s| 充分 小 时 
是 正确 的 ,而 在 把 变 分 sn (2) 连 竹 一 起 ,只 要 |snm(w) | 及 |am (2) | 都 
充分 小 , 则 en(z) 无 论 是 什么 也 都 成 立 。 这 一 事实 ,在 考虑 到 人 ww 
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等 是 速生 画 数 , 又 关于 (35.1) 那样 的 微分 方程 , 定点 ae 的 共 乾 点 
是 连结 地 依 环 于 它 的 系数 ,就 会 明了 。 或 者 利用 固有 值 )a : 连 各 地 
随 着 系数 而 变 的 这 一 性 质 也 可 以 证 朋 。 / 

故 Legendre 条 件 与 Jacobi 条 件 同时 成 立 ,是 使 J[v] 成 为 
获 义 的 能 极 小 的 充分 条 件 。 但 假定 了 满足 Euler 方程 的 w=%(%) 
是 存在 的 。 

这 些 条 件 对 于 极 小 来 说 ,差不多 也 是 必要 的 , 朗 至 少 
z Fu0, Qa (35.2) 
是 必要 的 。 若 在 某 一 点 zo 处 了 ww 二 0， 旧 依 连 种 性 ， 对 于 充分 小 
的 10|, 在 “一 ao 处 就 有 (ww)o。 二 0, 而 依 $ 38 所 述 ，(34.2) 就 不 
一 定 成 立 。 双 ， 若是 a' 达 a1, 了 肌 对 于 充分 小 的 10|, 对 于 (34.2) , 共 
地 点 就 将 在 a1 的 左边 ,仍旧 是 (34.2) 不成立。 

上 面 的 条 件 并 不 成 为 强 极 小 的 充分 条 件 。 为 要 是 强 极 小 ， 就 
要 求 对 于 1s7m(%) | 很 小 ,但 |v (2) | 不 一定 也 小 的 变 分 , (34.2) 是 
成 立 的 ,不 过 由 于 (34.4) 早 已 不 能 成 为 (34.2 的 近似 ， 所 以 也 不 能 
狂 出 任何 的 烙 论 。 


$ 36 共 应 点 的 几何 意义 


Jacobi 条 件 是 和 w 的 二 阶 线 性 微分 方程 (85. 孔 相 联系 的 。 如 
果 能 求 得 (35.1) 的 一 般 解 , 那 就 能 制定 Jacobi 条 件 是 否 满足 。 可 
是 在 Euler 微分 方程 (14.7) 的 解 中 ,有 
w= (rx, 0) z (36.1) 
这 样 的 舍 一 个 任意 常数 4 的 解 ,对 于 a 的 某 个 值 a, 如 果 有 
wp, GH) = 
则 
v= (t, a) (86.2) 
就 是 Jacobi 微分 方程 的 解 。 这 也 就 是 说 , 只 要 用 微分 运算 就 能 求 
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得 Jacobi 方程 的 解 。 
要 验证 这 一 点 ,只 需 将 (36.1) 代 人 Euler 方程 (14.7) ,于 是 得 
到 一 恒等式 ， 故 可 把 它 对 a 微分 。 注 意 到 可 以 交换 关于 z 与 4 的 
微分 的 顺序 ,就 有 
Fla F ula — 人 (Bonale 十 onua) = 0, 
换 一 个 写法 就 得 到 。 


(Fis— tPFuw) Va— (Fowls) =0. 
若 取 a=a, 如 ww 就 成 为 (35.1) 的 解 。 

。 如 果 代 赫 (36. 了 的 ,是 含 两 个 任意 常数 a, B 的 Euler 方程 的 
解 4=u(z, a, B) , 且 若 V(oy oa B) -二 (0 ， 则 9 一 (6 9, 了 ) 及 
ov 一 We(%， 5 BB) 就 是 Jacobi 方程 的 两 个 解 。 能 施 归 它们 一 般 是 米 
性 无 关 的 。 = 

从 我 们 的 目的 来 没 ， 取 通过 答 定点 (go, 2o) 的 所 有 的 逼 留 曲 
线 作为 (36.1) 要 便利 些 。 作 为 参数 a, 不 妨 取 风 (co) 的 值 。 因 为 
w(ao, 9) 一 bo, 故 依 (36. 2) 有 2(4o) =0, 且 ao 的 共 顽 点 oa' 由 作为 
ce 右 邻 的 2 (2) 的 零点 而 确定 。 

求 "o) 一， 则 @;D 可 由 下 式 来 决定 ; 

ul(a', a) =6", | wa 人 (ay 0) =0 (=v(0")), (36.3) 

这 说 明 以 (a', 5) 为 坐标 的 点 P' 位 于 曲线 族 v= xu(c, a) 的 包 络 
线 @_ 上 , 且 与 这 个 包 和 略 线 和 喜 留 曲 纺 &%= 却 (o) 一 w(w, 可 的 切 点 相 
重合 。 称 P 为 逼 留 曲 线 u= 忌 (z) 上 的 Polao, bo) 的 共 塌 点 。 这 
样 , 共 雹 点 就 县 有 明显 的 几何 意义 。 在 曲线 = 如 (2) 上 , 点 Po 与 
P; 之 关 怒 合 Pi) , 若 无 Po 的 共 示 点 已 ， 则 Jacobi 条 件 就 应 当 
满足 。 


@ 在 特别 的 泌 合 ,也 有 包头 炎 退 化 而 成 为 一 点 的 情况 。 
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例 1 就 8516 的 例 2 来 说 , 通过 
定点 Po= (0, 0) 的 逗留 曲线 族 ( 摆 
线 ) 互 不 相交 , 且 无 包 培 米 。 故 共 示 
点 不 存在 , 而 Jacobi 条 件 恒 被 满足 
(这 在 起 始点 P, 序 使 不 是 (0, 0) , 也 
和 是 同样 的 (图 36. 了 )), 故去 留 曲 线 必 

”加 36.1 栓 出 弱 极 小 。 实际 上 这 也 是 强 极 小 ， 

而 且 还 是 最 小 (8 39) 。 
例 2 就 $16 的 例 3 来 褒 ， 通 过 Polao, bo) 的 逗留 曲 嫉 族 有 和 包 烙 后 
(6.12) 。 沙 Pi (ai 号) 在 这 包 略 如 的 下 便 , 则 通过 Po， Pi 的 逗留 昌 线 有 两 
条 (图 16.2)。 其 一 , 即 I7, 在 Po, Pi 之 间 与 包 烙 线 相 切 , 但 其 他 一 条 序 工 就 
不 相 切 。 对 于 前 者 ,因为 在 Po Pi 之 并 有 Pa 的 共 珀 点 PP'， 所 以 Jaeobi 条 件 
不 满足 。 因 此 这 样 的 逗留 曲 灯 不 是 极 小 曲 入 。 在 后 一 场合 , Jacobi 条 件 满 电 
了 ;此 时 J[W] 是 弱 极 小 ,但 实际 上 也 是 强 极 小 (8 39) 。 

例 8 对 于 816 的 例 4， 情 况 也 与 前 例 一 样 。 庆 条 襄 明和 留 供 这 者 作 为 
习题 。. z 四 。 


$537 速 留 曲线 场 


为 要 莉 出 强 极 小 的 充分 条 件 ， 就 需要 用 到 所 前 逗留 曲 厂 场 
(field) 的 概念 。 骨 有 合 寡 诡 数 4 的 一 族 逗 留 曲 线 (36.1) ， 画 数 
u=w(w, a) 是 充分 可 微 的 ， 而 且 通过 ww 面 的 某 个 区 域 的 各 点 ， 
都 有 --- 条 且 仅 有 一 条 属于 这 族 的 曲线 ， 这 时 ， 就 称 和 这 个 逗留 曲线 
族 在 所 给 区 域内 构成 一 个 场 。 对 a 葵 以 特定 值 < 而 得 的 逗留 曲线 
ww (2, 4) 称 为 被 嵌 在 这 个 场 中 。 

在 z 的 某 个 区 间 内 , 若 如 (z, a) 天 0， 则 对 于 使 |la 一 a| 充 分 小 
的 a，(36. 了 的 双 体 构成 一 个 场 ， 而 ww(z, 4) 就 被 嵌 在 这 个 场 
中 。 这 依 微分 学 隐 画 数 定理 就 易 证 明 。 利 用 这 一 六 果 ,就 能 放 明 ， 
在 粘 定 了 的 逗留 曲 克 4 一 (wz) 中 ， 如 果 点 ao 的 共 二 点 o' 比 m1 大 
些 , 旭 在 区 前 [co, a1] 上 ,曲线 w= 凡 %w) 被 嵌 在 一 个 场 中 。 
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例 1 在 捷 乒 问题 中 ,例如 , 顶点 在 平行 于 针 直 轴 的 定 直线 上 的 那些 远 留 
曲 缠 ( 摆 线 ) 的 全 体 构 成 场 ( 图 37.1) 。 全 平面 都 被 这 个 场所 复 盖 。 答 定 了 任 
意 的 这 留 曲 厂 时 ,显然 能 够 选取 上 壕 的 场 ,使 所 窒 返 留 曲 线 被 谋 在 这 场 中。 如 
图 36.1, 通过 定点 Po 的 扣留 曲线 的 全 体 也 构成 场 ; 但 点 Po 是 这 个 场 的 奇 
异 点 。 


图 37.1 


例 2 就 抛 射 体 问题 4 16, 例 3) 来 看 , 定 的 逗留 曲线 的 强 与 包 坷 订 
相 切 时 ,就 不 论 作 出 霹 入 这 一 曲 厂 的 场 。 但 当 所 答 返 留 曲 线 不 与 包 徐强 相 切 
时 ,这 还 是 能 办 到 的 。 稼 这 样 即 使 是 一 条 去 留 曲 名, 它 较 短 的 部 分 虽然 党 
常 能 硅 在 场 中 ， 但 伸 长 到 某 种 程度 以 上 时 就 办 不 到 了 。 在 极 小 曲面 的 问题 
($16, 例 和 中 也 有 同样 的 情况 。 . wy 


§ 38 Hilbert 不 变 各 人 


通过 扩 (6, VW) 而 属于 这 个 声 的 过 留 有 六 w=u(w, a) 可 确定 ,所 以 
它 的 斜率 4 一 to， ao) 也 可 决定 。 把 它 作 为 z, 4 的 画 数 并 认为 
4 一 Vv (2, W). (38.1) 

站 假定 是 充分 可 微 的 西数 。 称 "为 所 考虑 的 场 的 料 府 面 数 
(Slope fanction) 。 

邻 在 DD 中 取 两 点 Po(co， bo)，Paitcai， 61)， 并 在 D 内 取 连 接 
这 两 点 的 曲线 
% 一 &(Z) ， (38.2) 
作 积分 | / : 
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W=:W [wv] -| 2 0) + (Ww — v0) sr 人 2 2)]dw， (38.3) 


这 里 ww 一 du(w) /dw， 而 2 是 代入 了 (38.1) 以 后 再 全 w=w(w) 而 得 
的 范 数 。 

(38.3) 称 为 Hilbert 不 变 积分 。 我 们 将 说 明 这 个 积分 的 值 实 
际 上 仅 取 决 于 两 点 Po, P1， 而 不 依赖 于 连接 它们 的 曲 厂 (38.2) 。 
由 于 (88.3) 的 向 积 图 数 是 w 的 一 次 式 , 所 以 属于 退化 了 的 变 和 分 问 
题 (§ 20) 。(20. 坊 中 的 


J 


M=F(g, u, vv, WW) 一 DO WE ws, WU VY, )) } (88.4) 
太一 下 (OU v(v, 4)). 
但 
My— Ns= (Fat Fv Va — VE — VE uw du) 
— (Fst Pwwyda) - 
= Fs oF Votov) Fo (388.5) 


恰好 狐 于 0。 这 是 因为 (38， ) 是 去 留 曲 米 的 妊 率 ， 故 依 Euler 方 
程 (18.1) 有 


Fu— Pw — VE un 


Uy 
-Few=0， (38.6) 


又 dv /dr 二 Vs 十 vwv 是 成 苹 的 。 
839 Woierstrass E 画 数 . 极 小 的 充分 条 件 


利用 Hilbert 不 变 积分 ， 就 能 用 积分 的 形式 者 出 了] 一 J [ZI 
的 值 。 如 前 节 所 述 ，(838. 3) 的 值 只 依 荫 于 曲 厂 (38.2) 的 两 端点 
P。, PP ， 所 以 如 取 已 岩 在 场 中 的 一 条 逗留 曲 嫉 w 一 (2) 上 的 两 点 
作为 Po，P1, 则 沿 着 这 个 逗留 曲 厂 计算 (38.3), 或 者 沿 着 连接 P， 
书 , 的 任意 曲线 (38.2) 奸 算 (38.3) , 都 会 得 到 相同 的 精 果 。 但 因 沿 
着 逗留 曲线 w=Z(w) 有 2 一 (2) , 所 以 得 到 、 
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| Fiv, 公 ， 2 dw = | EF (0 ， vw, J ) ) 十 (ww Ew (2， 人 7， ») ]ao 。 


本 (89.1) 
由 此 就 有 表达 式 | 
/Eu] Ta =| Be, ww; D2, W') QT， : {89.2) 
nw, uv, w=F ,uO— Fv, 2 四 
— WV) Py, WL 2), (39 .3) 


称 卫 (cy wu; oo) 为 Weierstrass 的 石 夯 数 。 若 妈 王 2， 则 显然 
EpE=0. , 
只 要 w=w(%) 是 在 场所 复 盖 的 区 域 忆 中 的 可 取 曲 线 (8§ 17)， 
(39.2) 总 是 成 立 的 , 且 不 受 w(w) 近 于 (2) 的 限制 , 故 在 此 情况 下 
讨论 7 [w] 是 否 为 强 极 小 很 为 便利 。 若 把 x, 4%4, w' 看 作 独 立 变 数 ， 
当 w 寺 v(z, ww) 时 , 恒 有 
z ~ Ew, uu; vw, ,Ww) >0, (39 .4) 
在 此 场合 ， 依 (39.2) ， 当 wz) 寿 (z) 时 就 有 Ew]>>J [2]， 因 此 
J [Lz] 确实 是 狭义 的 强 极 小 值 。 故 在 能 作出 逗留 曲线 场 的 假定 下 ， 
(39.4) 就 是 强 极 小 的 充分 条 件 。 

对 (839 3) 应 用 Taylor 定理 ,就 有 


Dw, W; DV, YW 一 到- 5 (ur —2)2F(s, VY, Ww), (39.5) 


此 处 ww 是 2 与 之 间 的 茶 个 数 。 因此 把 和， 4 WwW 作为 独立 变数 ， 
老 : 便 有 
了 oO， (39.6) 
则 (89 .人 成 立 , 而 了 [2] 就 成 为 狭义 强 极 小 值 。 印 (同样 在 场 存在 
的 假定 下 ) (89 .6) 是 强 极 小 的 充分 条 件 。 
因为 我 们 主要 是 处 理 正则 的 问题 ,所 以 假定 了 天 关 0(019. TD) 
从 而 假定 了 Buww>0 或 Tswwv<0 中 的 一 种 情况 ,而 〈89.6) 在 本 质 
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上 并 非 新 的 假定 。 顺 便 要 注意 , (39.6) 与 Legendre 条 件 (834. 相 并 
不 一 样 。Legendre 条 件 是 在 i 中 代入 了 了 w=4(8) 了 一 也 (2) 
以 后 得 出 的 , 它 是 正 的 , 但 (39.6) 却 是 在 把 x, w, w' 作为 独立 变数 
时 而 成 立 的 ,所 以 是 强 得 多 的 条 件 。 
此 外 ,如 果 (39.6) 中 的 不 等 号 >0 换 为 宇 0, 天 痰 义 极 小 将 变 
为 一 般 的 广义 极 小 。 
例 1 捷 线 问题 G16, 例 2。 由 以 前 的 讨论 可 知 ， 条 件 (39.6) 是 满足 
的 ， 又 能 将 任意 的 逗留 曲 缠 嵌 于 场 中 (§ 37， 例 1) 。 改 逗留 曲 禄 恒 答 出 狭义 
.的 强 校 小 。 且 因 全 中 平面 >0 被 场所 复 盖 ， 故 此 强 极 小 也 是 狭义 最 小 。 到 
此 可 以 认为 捷 线 问题 已 完全 解决 。 
例 8 抽 射 体 问题 (8 16, 例 3) 。 仍 因 (39.6) 是 满足 的 , 故 在 有 逗留 曲 壮 能 
嵌 在 场 中 , 因而 它 不 与 包 霓 米 相 切 的 情况 (§ 37, 从 2) 下 , 而 且 只 有 在 这 种 博 
况 下 ,就 输出 狭义 的 强 极 小 。 车 Pi 在 包 络 纯 的 下 倒 , 则 连接 Po, Pi; 的 运 
留 曲 线 虽 有 两 条 (8 36, 例 2, 图 16.2) , 但 其 中 与 包 烙 线 不 相 切 的 一 条 了 工 寺 
是 极 小 时 纯 这 一 点 由 此 就 明了 了 。 这 里 必须 注意 , 极 小 并 不 一 定 就 意味 着 
最 小 。 
试 来 实际 计算 极 小 值 J[w], 因为 一 般 在 8 16 的 例 1 中 ,对 于 w=， 有 


(T+w3)3=c-1 (%), 


T= 0 | 02d. (39.7) 
”分 因 f(w = 央 ， 注 意 到 (16.9) , 即 得 
T= w AL 
= (01—00) {IB 388 (00t aD t+ (og+ aonst of)] toe} (39.8) 


车 将 (16. I3) 代 大 此 式 霸 消去 : si cy 出 J [Lu] 可 由 @y bo ai 5 表 出 。 车 果 ， 
当 mm>ao 时 ,就 有 (计算 留 栓 藏 老 。 当 qa1<ao 时 ,应 改变 符号 ) 


J[a] = (b+ bt2d) (b+ bd). (39.9) 


如 $16 所 述 , 上 边 的 符号 相当 于 曲 钱 IIT。 不 难看 出 , 取 下 边 的 符号 时 了 [可 
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的 值 要 小 些 。 这 并 不 是 由 于 J[w] 是 极 小 值 而 立 泌 断定 的 ， 用 用 下 面 的 办 
法 , 就 能 不 信 捆 计算 来 前 明 它 。 通 过 Po 而 税率 比 曲线 I 的 斜率 小 些 的 带 留 
明和 线 的 全 体 ， 在 曲线 77 的 下 侧 的 区 域内 作成 场 ( 在 图 16.2 中 画 了 匀 杰 的 部 
分 ) 。 对 于 这 个 场 应 用 (39.2) ,如果 取 了 作为 ww(x) , 取 I 作为 w=w(z)， 
就 会 知道 了 [x] > JT[ 纪 ,此 时 实际 上 7I 沿 着 被 场 复 盖 的 区 域 的 边界 通行 , 但 
这 个 困难 借助 于 简单 的 极限 移动 就 能 避 驶 掉 。 

曲 钞 了 虽然 确实 是 连接 Po, Pi 的 极 小 曲线 ， 但 不 能 立刻 刊 定 它 就 是 最 
小 遇 线 ,其 理由 是 :第 一 , J 的 最 小 值 可 能 不 存在 ,第 二 ,或 省 有 不 速 镭 解 也 未 
可 知 。 现在 的 问题 在 > 0 处 是 正则 的 ,所 以 在 w>0 的 范围 内 没有 不 连续 解 ， 
”但 当 曲 线 的 一 部 分 沿 着 x 轴 通 行 时 就 能 产生 不 连续 解 。 实 际 上 ， 图 16.2 的 
折 稳 Pu@og;P; ( 册 它 是 曲 刹 IIT) 就 是 不 连 披 “ 解 ”( 虽 腊 是 解 ， 但 在 z 二 上 
Euler 方程 不 满足 ) 。 事 实 上 ,党 着 Pugo, Pi9: 那样 与 4 四 平行 的 直线 , 虽然 
J[u] 本 来 没有 定义 , 但 把 问题 作 儿 何 学 的 推广 时 ， 也 能 允许 有 这 样 的 曲 重 ， 
且 PoQo, PiQ1 实际 就 是 逗留 曲 太 (8 24) 。 在 008: 上 由 于 也 = 0, 故 显然 对 于 
了 [中 的 值 没 有 影响 。 由 于 党 着 Po8o， P181 的 积分 (就 几何 学 的 解释 来 设 ) 分 
” 别 为 : 

| widu= SD, 全 widu= Sb, 
所 以 最 后 对 于 曲 缠 IT7T 就 有 
7J[ 由 一 与 (632 十 到 9 。 (39.10) 


这 就 不 爷 许 有 Po8 那样 的 欠 直 的 直 缠 ,以 及 z> 轴 上 Qo8: 那样 的 奇异 粳 ， 
为 与 曲 多 IIT 元 座 怎 样 接近 的 则 各 中 有 能 用 w=w(z) >0 的 形式 来 雪 出 的 曲 
线 , 所 以 了 [wu] 就 应 该 可 以 取 与 (39.10) 任 穴 接近 的 值 。 

比较 一 下 (39.9) 与 (39.10) ; 可 知 当 a 充分 小 时 (这 发 生 在 PI 与 包 条 能 
充分 接近 时 ) , (39.10) 要 小 些 ,因此 极 小 值 (39.9) 不 答 凡 了 的 最 小 值 。 此 时 ， 
虽然 能 够 知道 (39.10) 笑 在 是 最 小 值 ， 但 这 只 有 在 泪 明 了 > 的 最 小 值 存在 以 
后 才能 这 样 膏 。 著 曲 简 III 不 能 认为 是 可 取 的 曲线 ( 按 开始 的 解析 阅 题 来 障 
当然 就 是 这 样 ) , 则 当 4 充分 小 时 ; (39.10) 虽然 是 了 全 的 下 限 , 但 并 不 是 最 小 
值 。 当 Pi 位 于 包 和 阁 缠 的 上 侧 时 ,情况 也 是 如 此 。 

以 上 我 们 从 数学 的 角度 出 必 时 询 了 泛 丽 (16.3) 的 最 小 值 作为 所 痪 扫射 
体 运动 的 力学 问题 时 ,能 实现 的 仅 有 两 条 运 留 曲名 I IT， 而 并 不 是 Px0o81P4 
或 与 它 接近 的 曲 稳 。 因 此 ,虽然 称 为 “最 小 "作用 原理 ,但 实际 上 ,只 有 运 留 性 
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是 本 质 的 。 
例 3 就 极 小 曲面 的 问题 ($ 16, 例 4) 来 襄 ， 在 定性 方面 与 上 壕 同 样 的 生 
果 是 成 并 的 。 . 
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在 某 些 问 题 中 ， 有 立 列 可 以 看 出 它 的 逗留 值 就 是 最 小 值 的 情 
况 。 如 果 (34.2) 左边 的 堆积 夯 数 在 以 7, 9 作为 独立 变数 时 是 正 
定 的 二 次 形式 , 则 (384.2) 确实 成 立 。 为 此 , 在 以 2, w 及 w 作为 独 
立 变数 时 只 要 
Fae>0, Foubww— FE,>0 (40.1) 
恒 成 立 就 够 了 。 第 一 个 不 等 式 与 Weierstrass 的 充分 条 件 相 同 。 
当 (40.1) 成 立时 ,对 于 所 考虑 的 逗留 曲 缕 元 即使 不 研讨 它 是 否 能 
湾 在 场 中 , 依 (34.2) 也 能 直接 知道 J[w] 答 出 最 小 值 ( 此 时 因为 共 
允 点 并 不 存在 ,所 以 逗留 曲 樟 实际 可 典 在 场 中 ) 。 并 且 这 千 论 无 论 
对 于 固定 端 或 自由 端 都 同样 成 立 。 但 在 这 里 ， 我 们 都 假定 了 逗留 
曲线 是 存在 的 。 

有 和 这样 的 情形 , 那 就 是 (40， 1) 虽然 不 是 直接 满足 ,但 通过 适当 
风光 可 以 把 问题 归 精 为 满足 (40.1) 的 情形 。 

， 例 正 象 在 前 节 例 2 中 所 看 到 的 ， 对 于 抽身 体 的 问题 ， 因 为 逗留 曲线 不 


_ 窒 出 最 小 \ 值 ;所 以 40.1) 当然 不 能 满足 。 对 于 按 禄 的 阅 通 将 会 怎样 呢 ? 
实际 计算 一 下 就 有 


PiusPuw — Fa =Eus(3 wo) (Ta -0 (40.2) 
可 网 (40. 了 ) 伪 旧 是 不 满足 。 
然而 施行 因 变 数 的 变换 , 合 
: w= 降 -， | (40.3) 


册子 W' = WWw'/2, 就 有 , | 
TLw]=J [w= J ( 工 士 % 2 2dz =| (这 十 uaj ar。 (40.4) 
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敬 将 最 后 的 被 积 贸 数 记 为 Gey w WW), 就 有 


各 
4 (4 ts) i>0 


Gwar 一 一 一 六 
30 /4 (40.5) 
-2 
Gpw lw 一 Gi 一 这 (三 十 5】 >0。 


而 (40.1) 就 满足 了 。 因 此 能 作出 精 论 ， 即 对 于 捷 钱 阅 题 , 逗留 值 本 身 就 是 服 
小 值 。 / 


3 外 四 泛 页 
当 (40. 了 巧 或 者 稍 弱 的 条 件 
Foe0, Oo 一 五 oO0 (41.1) 


满足 时 , 画 数 (zw, 2 2) 人 作为 两 变数 2 2 的 画 数 ， 是 凸 责 数 ， 从 
面 ;把 wa) ， w (%) 看 作 是 现 个 狼 耻 的 画 数 时 ， ， 
J Fu, oo] =| FG, wud (41.2) 

就 成 为 是 泛 画 。 它 的 意义 与 (11. 力 相同 , 那 就 是 对 于 0<a<1, 总 
人 
J [ov (la)v, ow 十 (一 oo] 

<av [wy oO 十 人 一 av oO ， (41.3) 
为 了 永明 这 一 关系 式 , 与 311 一样， 只 要 诈 明 下 式 就 可 以 了 : 


gy 一 和 2, tw 十 红 一 从 0 直 守 0， (41.4) 


从 (入. 允 就 可 看 出 上 式 的 左边 是 
[Ei +2 Fi) Qo) 0) + Pow) 地 一 罗 习 az， 
”由 此 依 假 定 就 能 得 出 (41.4)。 此 处 (Fw) 等 表示 


Fu vw, Wt (Dv, t+ (lt) 2) 
经。 
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入 相反 定理 


在 前 节 中 我 们 把 w(z) , w'(z) 看 成 全 然 不 同 的 画 数 , 而 考虑 了 
它们 的 泛 画 J [w, o 国 。 如 在 这 里 加 上 线性 附加 条 件 


wo) = = ea， 1) 


? 


并 记 J 了 [w; w] 二 J[u]， 芝 就 是 以 前 考虑 过 的 泛 画 。 在 这 个 意义 
上 ,普通 的 变 分 问题 可 说 都 是 附 有 条 件 的 变 分 问题 。 

因此 ,不 难 想象 , 正如 在 8 12 中 所 考虑 过 的 一 样 ,成立 着 最 大 
最 小 的 相反 性 的 关系 。 邹 以 了 [wu] 的 最 小 值 作 为 最 大 惫 的 泛 责 
I[v, v'] 是 存在 的 。 这 只 要 把 $ 12 的 烙 果 推广 到 泊 画 的 场合 就 能 
得 到 。 特别 要 注意 $ 12 的 矢量 & 在 这 里 相当 于 两 个 画 数 的 对 
fu(O oOD 

为 简单 起 见 , 考虑 固定 端的 情形 , 此 时 , 附带 条 件 除 (42. 卫 之 
外 , 更 要 求 w(ao) 一 bo, (a1) 一 Bi， 今 设 决定 了 一 个 满足 这 边界 条 
” 件 的 夯 数 Jo) , 并 合 


uf (0) +uolg), Y= + lo), (42.2) 


于 是 ww%, 外 应 该 满 足 的 附带 条 件 就 成 为 


w= (ao =-w(D) =0. (42.8) 


这 样 的 对 {wo, ?2o} 的 全 体 构成 一 个 矢量 空间 用. 蕊 相 当 于 $ 2 舰 
和 天 量 符 半 以, 而 “矢量 "1{f， 人 /全 本 相当 于 $ 12 的 矢量 wx。 
与 (12. 5) 相 平 行 ; 取 


7[o, go] 一 7[o 01—| | Fw, o 0) 一 朋 


十 盏 (03 v0, 2') (v"— 人 HL) har (42.4) 
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作为 相反 泥 画 了 T[v, o]. 在 $ 12 中 公有 一 个 附带 条 件 ， 那 就 是 对 

于 矢量 w, grad J (9) 属 于 子 空间 入 , 即 与 到 正 交 , 与 此 相应 , 在 

这 里 引信 “矢量 ”{B,, 了 ov 小 与 订正 交 的 和 条件。 这 意味 着 对 于 满足 
(42.3) 的 所 有 的 {uo, wo} , 恒 有 

| (Fo Puen) dr = 0 (42.86) 


因为 这 个 条 件 刚 巧 与 (14.5) 相 同 , 所 以 2, 2 应 该 满足 的 附带 条 件 
就 是 Euler 方程 
ad 


了 一 - Gr PF. (42 . 6) 


注意 到 这 一 点 ,于 是 (42.4) 中 含有 的 部 分 就 可 分 部 积分 ,并 注意 
f (qo) 一 bo 等 ,就 有 
ITy, v'] = | (F vb, vBy) dy 

| +b1(F)1— DoF )o, (42.7) 
这 里 不 表示 万 (zw， oj 0 )， 双 (wo 吉 示 vcoy 2(Q0) ,2V' co) )。 

这 样 一 来 ,J [wj 的 最 小 值 就 等 于 在 附加 条 件 (42.6) 之 下 的 
活 画 (42.7) 的 最 大 值 。 这 称 为 相反 定理 。 在 这 里 应 特别 注意 0 与 
v' 是 不 相 于 的 函数 , 并 不 是 从 开始 就 要 求 它们 适合 2 一 4v/dw 的 
关系 。 代 将 它 的 是 要 附加 (42.6) 这 样 的 条 件 。 : 


$43 Friedrichs 变换 


添上 附带 条 件 (42.6) 而 使 (42.7) 成 为 最 大 的 变 分 问题 ， 虽 然 
与 古典 的 问题 (13.3) 在 形式 上 颇 有 差异 ， 但 是 能 使 之 成 为 (18.3) 
的 形式 。 对 此 ,根据 所 请 Legendre 变换 

10 一 p=h,, (48.1) 
导入 新 的 变数 p,p'。 如 果 (40.1 和 被 消 足 ,或 者 更 一 般 的 ,若是 
Fob uw —.B2 #0, (43.9) 
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则 能 对 ww wv' 来 解 (48.1) 。 作 西数 
Dv, py Pp) oP HV Py P=vp vp—F, (43.3) 
并 将 它 代入 (42.7) ,就 得 : 
{iv, 2 一 工作] 


一 | (2 2 和)d2 十 02(a1) — Lop co) 。 (43.4) 
条 件 (42.6) 成 为 . 
0p (48.5) 


“(预先 利用 了 它 , 故 将 (48.4) 简写 成 T[7?])。 这 样 ，7[v, 2 的 最 
大 和 值 间 题 就 化 成 泛 画 T[p] 的 最 天 值 轩 题 ， 在 此 因为 2'=dp/dz， 
所 以 取得 与 古典 问题 (13.3) 相 同 的 形式 。 这 样 的 变换 称 为 Fried- 
richs 变换 。 

在 (43.4) 的 右边 虽然 有 不 大 与 积分 的 项 ， 但 对 于 (43.4) 的 
Euler 方程 


Bs— By 0 (43.6) 


并 无 影响 ,而 只 与 自然 边界 条 件 有 关 。 这 里 的 自然 边界 条 件 ,只 要 
回顾 一 下 宛 的 引出 过 程 ($ 25) , 就 会 立 列 知道 是 
， (Go (Zr)o=po， (48.7) 

”Legendre 变换 (43.1) ，(43.3) 关 于 2。, 2'; Pp, Pp' 完全 是 对 称 
的 。 因 为 

dB =dv p+vadp' 十 co 0 十 2 00 一 一 如 vAV — Ps dV! = VAD! widp, 
故 对 于 (43.1) 下 式 成 立 : 

$=, $= (43.8) 

所 以 关于 了 的 uler 方程 (43.6) 与 自然 边界 条 件 (43.7) 就 是 关 ， 
于 忆 的 附带 条 件 (42. 了 与 (13.4)。 反 过 来 , 关于 尽 的 Euler 方程 
(42.6) 就 是 关于 2 的 附带 条 件 (43.5) 。 
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Friedrichs 变换 实际 上 即使 没有 条 件 (和 .1) 节能 施行 ,只 要 

假定 (43.2) 就 够 了 。 但 一 般 说 来 ,最 小 值 , 最 态 值 这 些 性 质 却 失 挤 

了 , 只 是 J[w] 奥 T[o] 具有 相同 的 逗留 值 , 而 这 留 画 数 由 上 述 关 
系 来 表 出 的 事实 是 成 站 的 。 : 

” 例 试 对 840 例 中 改变 了 形式 的 捷 线 问题 (4 和. 和 施行 了 riedriehs 变换 。 


解 出 
3 
， 4/4 ， ,NY _ 4 aad 
Pow 3 二 》 p=Gw=w( 高 二 3 》 (43.9) 
就 有 . 
1 1 _ 1 一 号 二 
w=2° ( 工 一 D3) (~p) *, w=22p(i—p) (一 2 
| _3 1 . (43 .10) 
G=22 ( 工 一 22) + (~p')?. 
从 而 有 


B= 一 2 1p) pI, (43.11) 
不 用 就 ，p， 2' 的 变 域 只 能 是 
~—1<p<1,， 020.、 (43.12) 
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在 这 一 : 章 中 ， 虽 然 馆 今 专门 处 理 了 仅 含 单 变数 ” 的 一 个 汞 数 
% 的 一 阶 导 画 数 的 泛 画 (13.3) ， 但 大 部 分 类 果 和 都 能 推广 到 合 有 两 
个 以 上 画 数 ww (2) ，… (2) (把 它们 概括 起 来 记 为 妈 (o) ) 的 形 如 
(21. 了 的 泛 画 的 场合 。 这 时 ，Legendre 条 件 (84.5) 变 为 答 阵 “ 
(Fo (44.D) 
是 正 值 答 障 这 痒 的 条 件 。 妈 共 塌 点 的 概念 也 可 与 前 同样 漆 定 义 ， 
”而 Jacobi 条 件 就 是 弱 极 小 的 充分 条 件 。 通 过 (% 十 I) 亲 空 间 内 类 
定点 42 二 Qo, 丝 一 5o 的 喜 留 曲线 的 全体 ,是 含有 冯 个 参数 
CC 一 《az，…，a) 
的 曲线 族 


好 CCC =U (2, @), (44.2) 
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从 写 的 Jacopi 行列 式 为 0 的 条 件 ,部 


(00 ) 
0 (Qi, “""y Cn) 0 44.8) 


与 (44.2) 共同 确定 的 点 是 逗留 曲线 (44.2) 上 的 共 亏 点 , 当 oi,…， 
om 变化 时 ,这 样 的 点 的 雪 迹 一 般 是 曲线 族 (44.2) 的 包 略 面 , 而 共 理 
点 就 是 带 留 曲线 与 这 个 包 略 面 的 切 点 。 : 

所 谓 这 留 曲 多 场 及 它 的 和 这 面 数 v (2, u) 的 构 念 也 可 与 前 同 
样 定义 。 叉 ， Hilbert 不 变 积 分 由 下 式 定 义 : : 

w=| [Fz (0, , 十 这 (tu —0) Fly, 2 vdr.. (44.4) 


可 是 这 时 对 于 任意 的 场 , WW 仅 依赖 于 曲线 & = &(o) 的 两 端点 的 定 
理 不 再 成 立 。 有 这 种 性 质 的 场 称 为 Mayer 场 。 通 过 定点 $= ao， 
wu 一 bo。 的 这 留 曲 线 的 双 体 ， 在 与 包 络 面 不 相 切 的 范围 中 构成 
Mayer 场 ( 鞍 明 网 $50) 。 利用 这 个 性 质 也 能 与 前 同样 来 讨 鸥 
Woeierstrass 的 天 分 条 件 。 Weierstrass 图 数 由 下 式 定 义 : 

E(w, U; vO, UU) = (0, WU, WU) FE, WU, DV) 


六 


: -Du v0 Puss, at ). (44.5) 
条 件 (39.6) 换 为 短 障 - 

(FPF uiuk) (44 * 6) 

恒 为 正 值 的 条 件 。 
和 $40 中 所 讨论 的 最 小 的 充分 条 件 ‘40.1) 相对 应 的 , 是 由 

| (4 ‘wax ) (PF oa ) . 

/ (44.7) . 
(Pius) (Pt) | 、 


所 表示 的 22 行 2n 列 甜 阵 为 正 值 的 这 样 一 个 条 件 。 对 于 (4f. 思 也 
是 同样 的 ， 与 此 相应 ，§ 入 以 下 的 讨论 都 很 容易 加 以 推广 。 详 名 
的 银 述 姑 子 省 略 ， 但 对 此 有 兴趣 的 读者 自己 来 尝试 也 不 会 感到 特 
殊 的 困难 。 


习 题 714 


习 v 题 


1. 证 明 当 (了 .3)? 的 速 留 画 数 中 ， 已 得 到 含有 两 个 参数 的 w= 二 w(x, ay B) 
时 ,通过 定点 Po lo, bo) 的 去 留 由 钱 族 的 包 略 线 只 须 从 
Wryay B=—u, ulaoy.g, B)= bo, 
Wa (Wo0) Wg (TC) 一 up (ao) ua (2) =0 
中 消去 4a, 8 就 能 求 得 ,并 将 此 应 用 到 8 16 的 窗 例 中 。 
”2. 在 抛射 体 问题 (3 16, 例 3) 中 ， 求 通过 Po(aoy bo) 与 Pi (ai， bo) 的 两 
条 逗留 曲线 上 的 Po 的 共 上 点 的 坐标 。 

3. .在 同一 问题 中 通过 Po 的 任意 的 去 留 直线 C 上 的 PD 的 共 辆 点 设 为 
P', 证 明 在 Po 与 P' 处 所 引 的 C 的 切线 在 轴 上 相交 ,并 利用 效 来 描述 求 忆 
的 作 图 法 。 

z 4. 与 前 题 完 全 相同 的 结论 对 于 例 4 同样 也 成 立 。 更 -一 般 的 ， 对 于 第 2 
章 习 题 8 的 场合 也 成 立 。 就 证 明之 。 

5. 计算 图 37.1 的 场 的 匀 奉 西数 (用 2 作为 参数 来 麦 出 ) 。 

6. 关于 第 2 草 问 题 7， 斌 论述 共 黎 点 ，、 场 ， 极 小 条 件 ，friedriehs 变 
摸 等 。 . 
7. 在 816 的 例 1 中 当 jJ oo = 民 时 ,施行 了 象 8 40 的 例题 中 的 变换 以 
后 ,应 用 Eriedriehs 的 变换 。 为 要 相反 定理 成 还 ? 试 确 定 天 的 值 。 

8. 利用 (43.11) 来 作 (43. 名 的 Euler 方程 ,并 将 和 它 解 出 。 

9. 对 于 二 变数 x，Yy 的 问题 (23.1) , 斌 讨论 相反 定理, 关 将 它 应 用 于 


工 。 
J [wu] -| (1+12+ 2)2 dr ay. ”, 
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”在 本 书 中 ， 虽 然 不 能 讨论 物理 学 方面 的 种 种 变 分 原理 ， 但 是 
因为 在 分 析 力 学 中 出 现 的 Hamilton-J acobi 理论 在 数学 上 特别 重 
要 ,所 以 在 这 里 介绍 一 下 它 的 要 点 , 疗 时 还 讨论 测 地 栈 。 


$45 通过 定点 的 逗留 曲 芒 声 


在 这 一 章 中 将 处 理 含有 光 的 画 数 U1 Wn 的 泛 回 (9 ， 1) 9 
如 果 象 在 前 节 那 样 记 到 一 (Wi) “9 Un) ? 出 这 一 施 男 ， 在 形式 上 将 
取 (13.3) 的 形式 : 


J [a] -| Fw, u, WW) de. (45.1) 
Euler 方程 为 (21.4): 
d mp /1 5 oO 
Dr = (2 工 ， ) 包 ) 。 (45 .2) 


。 裔 正 其 性 条 件 (21.5): 


det (Fy) #0 (45 .3) 
已 满足 。 
过 留 曲 线 &=aw(o) 是 mw 二 1) 准 空间 五 中 的 曲 细 。 从 微分 
市 程 的 解 的 一 般 性 质 ,就 能 得 由 这 和 样 的 烙 芥 :通过 定点 
Po: w=a0, 200 (45.4) 
的 逗留 曲 钱 的 全 体 至 少 在 Po 的 附近 作成 场 。 故 能 用 属于 这 个 场 
的 喜 留 曲线 来 违 接 Po 与 Po 附近 的 点 
Pi: w=a, U=b: (41> 600), (45 .5) 
而 且 这 种 圳 接 方 法 是 唯一 确定 的 。 我 们 将 用 
Up; 0 人) 即 w=; a O1) (45.6) 
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来 表示 这 条 喜 留 曲 芒 。 把 这 个 逗留 夯 数 代入 (45.1) ,并 从 go 到 
积分 后 (如 果 将 Po 固定 ) 得 到 Pi 的 画 数 ， 记 为 到 (ci, 51) ， 相 应 
于 物 理学 问题 的 性 质 , 称 它 为 Hamilton 主 而 数 或 特性 画 数 , 或 
摘 影 (BEikonal) 。 一 般 说 来 ， 当 Po 也 变化 时 ，W 可 看 作 是 Po 与 
Pi 的 夯 数 ,但 以 下 为 简单 起 见 , 把 Po 固定 下 来 。 
例 对 于 816 的 例 2 来 说 n=1, 车 将 (16.18) 代入 (16.9) 就 能 得 出 
(45.6) 的 4。 即 


u=ulr; @1, 01) = + bi ~ 24 | 一 -| 


《QT 一 Go73 bo 十 D 一 20 


一 3 1 
TO ay? 2 [hbods— aro) (45.7) 


这 里 , 取 (16.13) 的 复 号 的 下 边 的 符号 。 这 是 因为 叱 相当 于 构成 场 的 逗留 曲 
一 族 工 Wai， bo) 就 是 (89 ， 机 


Wa b) = (botbi—24)#(bot btd), (45.8) 


$46 特性 画 数 的 微分 系数 


以 下 把 机 听 做 特性 西数 。 试 求 W (aa， 01) 的 微分 系数 。 
W (cai 01) 虽 是 将 (45.6) 代 和 人 ( 咎 .了 以 后 所 得 到 的 ， 但 注意 到 积 
分 的 上 限 为 a1, 就 有 


oW 
OF1 


一 万 (at 0 01), U' (qa; 1, b)) 


(46.1) 


pp Ou Ou 
+ 妆 | LE MW Ba Thu Oi 
这 里 , WwW 虽然 是 由 (45.6) 中 醒 数 W 所 作 的 Qu/97z, 但 是 


和 (总 (和 Og1 )， 


而 由 于 在 (46. 了 的 积分 中 a1, b: 看 作 是 常数 ,所 以 也 可 与 


DO_ Qu 
oO% .dx 


和 
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如 果 将 这 一 项 分 部 积分， 则 依 Euler 方程 (二 .2) ， 积 分 就 成 为 0， 
而 仅 剩 下 边界 值 。 因 为 (45.6) 通过 定点 Pu, 所 以 在 s 一 0。 处 有 
Bu/3q1 一 0， 从 而 最 后 得 z z 
: ‘ Ou, 

) 一 (F) c 十 SPs 2) (46 .2) 
此 处 (Zu 是 (46.1) 第 一 项 的 上 略 记 ，(Zui9iu/9410) 6 的 意义 也 一 
样 。 同样 可 得 


0 Bu 
OD -SF py 4 (46.3) 
另 一 片面 ,由 于 (45.6) 通 过 Pi, 故 下 式 成 立 : 


01 一 (ai; 41, 01).. (46 .4) 
若 将 宛 对 CT》 0 微分 ， 有 


0= Wat (Pe) Gm-(B)s. (46.5) 


ee (46. 2) ,，(46.3) 就 变 为 


aW 
5 OW (pp- Zu Fui) a) 2 = (Fu)a. (46 .6) 


在 此 式 中 将 oj， 分 别 改写 成 2 到 时 , 划 有 


oW 
Dr 


oW 
Plo UU, VD). 


这 里 把 ww 换 成 了 1。 回顾 (46.6) 右边 的 意义 ,那么 这 是 2 
的 画 数 , 而 且 就 表示 通过 点 2z, 4 的 场 中 曲 线 侍 率 的 斜率 夯 数 
(§ 38) 。 


例 就 前 池 中 涯 潜 过 的 例子 来 说， 注意 到 /45.8) 中 4 是 ，b1 的 医 数 ， 
就 有 


9 U,V)— PvP (v, at 2 ) ， 
(46.7) 


1 
= 元 (at 一 a0) (bo+ bi—260) 3, 
(46.8) 


1 


本 
-= (1 (bo+bi—2d) 7. 
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就 来 计 坎 此 式 是 否 满足 (46.6)。 伍 (16. 和 4， 一 w7'=6l, 又 因 

F=f (0) (L+e) 3, 
下 

1 各 
Ff 00) (43) due, 
依 (16.9) 就 有 Fw= (zz- 旨 /2c 把 (16.13) 的 e 代 大 ) 划 有 
FWP 3 (a1— a0) (bo+ bi— 24) 

(46.9) 


0 一 上 了 
(Fu) a = — go = (bi—Q) (po 十 Di 一 20) “, 


它们 分 别 与 (46.8) 相 一 致 。 


847 Legendre 变换 


在 (46.7) 中 2 作为 所 考虑 的 场 的 科举 丽 数 ， 虽然 随 着 场 的 不 
同 ( 从 而 Po 也 不 同 ) 而 改 弯 , 但 若 从 (46.7) 消去 b, 车 果 就 得 到 全 
的 偏 微 分 方程 , 它 的 形式 仅 取 决 于 万 的 形式 而 不 依赖 于 特殊 的 场 。 
因为 这 个 消去 过 程 是 形式 上 的 操作 ， 所 以 把 >，&，pb 作为 独 

立 变 数 来 处 理 就 可 以 了 。 为 此 ,施行 Legendre 变换 
Fs, U, V) = pi, (47 .1) 
3 vp—F=H-H(uUp) | (47.2) 


很 为 便利 。 这 个 Legendre 变换 与 8$ 48 中 全 用 过 的 不 同 。 在 $ 48 
中 wv, ww 两 者 都 参与 变换 ， 但 在 这 里 仅 有 关系 wz， 而 把 看 成 
参 变 数 了 。 从 (47.1) 解 出 5, 把 2 看 作 >, 2 PD 的 画 数 ， 将 它 代 
入 (47.2) , 旭 互 就 可 看 刻 是 x, ,Pp 的 面 数 。 因 为 依 正则 性 的 假 
定 , (47. 了 的 Jacobi 行列 式 不 为 0, 所 以 这 是 可 能 的 。 
Legendre 变换 具有 相反 性 , 它 的 逆 变 换 能 以 完 至 同样 的 形式 
素 施 行 。 因 为 依 (47.1)，(47.2) 有 
aH=:» VAp +pAw) — EF Au t+ Fd) 
一 这 (Vd -一 f uA) ? 
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故 得 
五 一 0 polH=7, (47.8) 
是 与 (47.1)， (47. 2) 有 完 公 同样 形式 的 变换 。 从 而 便 得 
Hy= — PF, (47 .4) 


从 (46.77 消 去 ob 的 工作 将 在 $ 49 中 介绍 。 
”在 分 析 力 学 中 , z 表示 时 间 ，& 表示 一 般 坐标 ,而 2, P, 信 , 卫 
牙 别 表示 速度 ， 动量 ， Lagrange 夯 数 ， Hamilton- 男 数 。 
例 ”对 于 (16.3) 有 ， 
p=F,=f (0) v1+) 7. . 。 (47.5) 


解 之 ( 设 f(w) >0) 得 
v=p(f (03— p22) 3, (47 .6) 
从 而 , 
H=~ (fu — p22 (47.7) 
48 典型 方程 


刹 用 Legendre 变换 (47 . T)，(47 .2) ， 可 将 Euler 方程 (45 .2) 
换 一 个 写法 。 在 这 些 式 子 中 车 取 这 留 酷 数 &=&(z) 作为 ze, 取 
9 一 w'(z) 作为 b, 注意 到 (47.3) ，(47.4) , 就 能 得 出 


pn 万， 万， (48.1) 


这 样 -一 来 ， 喜 留 条 件 便 可 作为 2n 个 画 数 2, PB 的 一 阶 微分 方程 组 
来 表达 , 而 它 的 形式 是 关于 人 了 对 称 的 。(48.1) 称 为 Hamilton 
的 典型 方程 (canonical eduation) 。 
如 果 利 用 Legendre 的 逆 变 换 ， 划 容易 从 (48. 加 到 办 亲 的 
Euler 方程 (45.2) 。 
例 就 前 节 的 例子 来 看 (48. 了 ) 蚌 
MF Sp AP) WP). (48.2) 
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$49 Hamilton-jacobi 方程 


利用 Legendre 变换 能 科 单 地 完 克 从 〈46. 7 广 去 9 的 工作 。 
如 果 上 比较 Legendre 变换 的 式 子 (47.1)，(47.2) 与 (46.7), 旧作 
为 渔 去 的 车 果 得 


aW OWN 
所 人 +H(, 4, 7) =0, (49.1) 
详 和 写 出 ,就 是 、 " 
aly | ,2 oO 0 OW N\_ 
BW +H( vy my 0 (49.%) 


这 称 为 HHamilton-Jacobi 方程 , 它 是 玉 的 一 阶 偏 徽 分 方程 。 
这 样 一 来 ,就 可 明了 利用 通过 定点 Po 的 逗留 曲线 场所 作 的 特 
性 画 数 三 是 满足 与 场 无 关 的 假币 分 方程 (49.2) 的 。 
例 “试验 证 (全 .8) 实际 上 满足 (49.2) 。 要 求 2/ar，28V/auw， 只 筑 
在 (46.8) 中 将 a1，51 代 换 为 >，4% 即 得 。 又 五 的 形式 内 须 在 (47.7) 中 今 
fw) =2a2 即 得 。 故 有 


zw 可 )--[-( 委 放 
| = [wm (Wd)2(bo tu 2d) -1 
= 一 区 (jo) (Dou 2d) 二， 
它 等 于 -381/az。 在 计算 中 用 到 (45.7) 的 40 一 4ox 一 人 一 ao)3. 
其 次 考虑 这 个 问题 的 反面 ， 印 葵 出 了 满足 (49.9) 的 画 数 
WW=W(v, 0) 时 ， 我 们 将 小 明 利 用 写 能 作出 还 留 自 态 喝 。 为 此 , 只 
要 解 


Wd oe 
p= ? -= Hy, (49 .8) 


就 可 以 了 。 若 依 第 一 式 确定 加 作 为 2, 4 的 画 数 , 并 将 它 代 入 第 二 
式 的 有 有 边 ,就 得 到 多 个 画 数 尼 的 一 阶 微 分 方程 租 , 解 出 它们 ,就 谍 
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访 得 测 在 ", & 的 空间 B44i 中 的 曲线 场 。 为 了 琢 归 这 实际 上 是 
过 留 曲 线 场 ， 只 要 能 肯定 4, PB 满足 典型 方程 (48.1) 诺 可 以 了 。 
(48.1) 的 第 一 式 已 绝 成 走 。 叉 


Op _ OW OW ,dur 
dx OXOuU; EE Ou0u ds 
妆 ? 2T 
-OW Som,, (49.4) 


Ord 人 OUOWE 
而 另 -~ 方面 ,将 镀 所 满 星 的 式 子 (49 .2) 对 ww 微分 ,就 得 


OW 
OroOu, FH, 了 2 一 0， (49 .5) 


所 以 ( 铭 . i141) 次 第 二 式 也 成 了 江 。 
$50. 与 五 ilbert 不 变 积分 的 关系 


玖 就 前 节 中 由 Hamilton-Jacobi 方程 的 任意 解 WW 所 作 的 去 

留 曙 线 场 来 考虑 Hilbert 的 “不 变 ” 积分 (44.4)。 利 用 Legendre 
奕 斤 可 把 它 写 为 

| [Sup—H (e, wu, 四]dz. (50.1) 


这 里 虽然 p 一 8W /9u 是 所 考虑 的 场 的 量 (49.3) , 但 以 与 (49.3) 
的 duw/dz 不 同 , 而 是 治 着 所 考 由 的 积分 路 线 来 取 的 徽 分。 因此 利 
用 Hamilton-Jacobi 方程 (49.2) , 旧 (50.1) 就 成 为 


| (Fe* + )do=| aW —W(P) —W(Po), (50.2) 


它 购 值 仅 依赖 于 作为 积分 路 钱 的 曲 厂 的 两 端点 Po, 了 P 而 与 路 线 无 
关 。 对 于 所 考虑 的 逗留 曲 厂 场 ，Hilbert 不 变 积分 实际 上 是 不 变 
的 。 换 句 话说 ， 这 个 场 就 是 Mayer 场 (8 44) 。 特 别 是 8 全 中 所 
作 的 通过 定点 Po 的 逗留 曲线 场 为 Mayer 场 的 事实 由 此 也 就 证 明 
了 G49)。 
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§51 Hamilton-Jacobi 定理 


如 上 面 所 部 明 的 ， 求 出 了 Hamilton_Jacobi 方程 的 一 个 解 
W (w, w) 时 ， 就 能 用 以 求 得 一 个 浸 留 曲 厂 场 。 这 是 合 有 个 参 变 
数 的 cc” 度 的 逗留 曲线 族 ,但 因 逗 留 曲 线 的 全 体 有 co” 度 ,所 以 决 
不 能 佬 它们 来 得 到 所 有 的 逗留 曲线 。 又 从 WW 来 作 这 个 场 时 ,必须 
解 出 微分 方程 (49 .3) 。 因 为 它 是 郊 元 一 阶 微分 方程 组 ， 虽 然 较 ” 
元 二 阶 Buler 方程 (45.2) , 或 与 此 等 同 的 2w 元 一 阶 典 型 方程 
(48.1) 为 简单 ,但 实际 上 ,求解 还 是 很 麻烦 的 。 

这 些 困难 在 求 得 了 Hamilton~Jacobi 方程 的 co" 个 解 , 即 含 
有 7% 个 参 变 数 oj ，…: ,oo 的 解 | 

W=W'.rw, UU, a) (bi .4+) 

时 ,就 能 克服 。 这 时 ,由 于 依 上 述 方 法 能 作出 oo" 个 场 , 所 以 能 得 
到 oo x cor=- co 的 逗留 曲 嫉 ,而 在 实际 上 , 为 了 求 这 个 场 , 着 没 
有 解 微分 方程 (49.3) 的 必要 。 

如 前 节 所 阁 朋 了 的 ,对 应 于 贿 数 值 & 的 场 , 它 的 Hilberi 不 变 
积分 实际 是 不 变 的 ,而 且 由 下 式 葵 出 : 


| [Pet V) FE (v0) prldy 


=W(a, 6, al) 一 及 (co Bo, @). (B51 .2) 
这 里 场 的 而 数 
D: = Sr ? Wi 一 她 poO 2， p) (61 .3) 


依 囊 于 参 变 数 a。 另 一 方面 ,由 于 不 变性 , (中 .2) 的 2 一 & (oO) 只 要 

是 满足 &U (co) 一 Do, Ww (4) 一 的 任何 面 数 者 可以。 因此, 识 与 a 无 

关 地 来 取 定 &(z) , 并 将 (51.2) 对 ox 微分 ,注意 到 Fw 一 po 就 有 
Wo (ge, 6, a)—W,, lao, bo, @) 


-| Fo) 冯 dg. (51.4) 
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在 这 样 的 情况 下 , 青 设 纪 =w (x) 是 参 变 数 a 的 场 的 逗留 曲线 ， 基 
因 w 一 2 所 已 (51 .4 的 右边 为 0, 而 有 
Wo, (ao, b, wa) = W,, (a0, bo, 0), 
又 因 不 论 4 是 什么 值 ,此 式 痢 成 立 , 故 治 着 这 条 演 留 曲线 , 恒 有 
Wo,, (2， WU (2) ， 0) 一 By 一 常数 (k=1,:…,n), (51.5) 
及 之 ， 对 于 已 给 常数 组 C = (Bi, “"", By) ? 如 果 通 过 解 (Bb1 .56) 
而 能 决定 &(w) ， 那 来 它 就 是 逗留 画 数 。 但 这 里 假定 画 数 行列 式 
不 为 00， 即 
det (Ws (2, WU, 0)) #0, (61.6) - 
对 于 实际 满足 (于 .5) 的 2(z) 来 考察 (51.4)， 国 为 正 辽 为 0, 故 右 
边 也 成 为 0， 而 


De 0 (51.7) 


沿 着 这 条 曲线 到 处 都 成 立 4D， %% 虽 由 (51.3) 稳 由 ,但 那里 的 久 已 
由 ww) 代替 了 ) 。 可 是 pi/9aw 一 9 到 /6u0aw， 因 为 它们 作成 的 行 
列 式 依 (51.6) 不 为 0， 所 以 为 要 (51.7) 成立 ,就 必须 w=ot. 这 就 
说 明了 由 ( 红 .) 所 决定 的 ww(%) 是 逗留 曲线 。 

七 述 事实 可 概括 如 下 : 如 果 得 出 了 含有 %* 个 参数 a 的 
Hamilton-Jacobi 方程 的 解 (这 称 为 完全 解 ) (51.1), 期 另 取 任 意 
的 7 个 常数 B, 并 且 解 51.5), 车 决定 了 WU(z), 就 能 得 到 逗留 
画 数 。 而 且 任 意 的 逗留 夯 数 都 能 利用 这 个 三 法 得 由 。 这 称 为 
吾 amilton-Jacobi 定理 。 由 此 要 解 Euler 方程 (45.2) 或 典型 
方程 (48.1), 就 归 类 到 求 偏向 分 方程 (49.2) 基 完全 解 。 : 


[eh rpm 


全 原 玉 (了) 个 变数 的 篇 微分 方 各 (49.1) 的 解 , 虽 然 含 有 (十 了 ) 个 任意 常数 ,但 
因 (49.1) 不 最 食 开 ， 所 以 其 中 一 个 co 是 以 丈 一 … 十 ao 形式 相 加 出 现 的 。 出 于 这 样 
的 常数 在 作 (51.6) 时 就 淄 有 了 ,斯 己 不 发 生 作用 ,而 仅仅 生 下 ?% 个 参 变 数 是 有 将 的 。 
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例 在 (47. 人 中 售 了 (4) 一 人 2 印 得 4$16 例 3 的 Hamilton-Jacob; 方程 
ow _[,_ /ow \a 
Ox [ Ou | ” 
竺 许 醒 数 (45.9) 实 际 满足 上 式 , 这 在 8 49 的 例 中 已 总 明了 ， 现在 反 过 来 试 求 
(51.8) 的 完 允 解 。 因 为 (51.8) 是 变数 分 离 的 仿 微 分 方程 , 克 邻 
W=X(7) +U (0 


(51.8) 


血 


就 能 求 出 完全 解 。 于 是 央 
Xi -fx 一 Treo3]， (51.9) 
故 两 边 等 于 常数 a 解 之 得 | 
Xax, U3 (uo) (a> 0)， 。 
(51.10) 
他 ] 
W =az 十 可 (WU 一 Ga2)2 。 


作 纪 (81.5) ,; 则 


地 


加 xz 一 2u(w aa) 于 = 有 (51.11) 
就 输出 去 留 夯 数 。 换 一 个 写法 就 是 
| (x— 8)2 
co 二 (B51 .12) 


它 与 在 (16.9) 中 把 c) 分别 改 号 为 w， 8 所 得 到 的 相 一 至 
$2 测 地 简 
Hamilton-Jacobi 定理 在 分 析 力 学 中 的 应 用 虽然 是 特别 重要 
的 ,但 在 这 里 将 它 应 用 于 测 地 和 线 (geodesic) 的 问题 。 考虑 Riemann 
空 个 瑟 ,， 蔽 其 线 素 由 正定 二 次 形式 
Qs8? = > Qik (Ududur, 07 一 0 (B62. 1) 


确定 。 巡 接 ,中 两 点 了 Po:w 一 Bo，Pi:4 一 的 草地 钱 
U=U2), (Ow<1), HO) =, 4(1) =O (52 .2) 
是 作为 速 接 Po，P; 的 最 短 曲 米 , 印 : 
=| Gg) uw) Ya (52.3) 
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的 最 小 曲 禄 来 定义 的 。 

六 个 变 分 问题 有 它 的 奇异 性 。 测 地 线 是 R, 中 的 曲线 , 用 寡 
数 z 来 裘 出 它 的 方法 有 无 限 多 个 ,而 w, z 空间 Ri 的 逗留 曲线 
(52.2) 决 非 一 意 地 确定 。 这 是 由 于 (52.3) 的 被 积 范 数 是 关于 的 = 
-一 次 齐 欢 式 ( 贿 看 8 24) 。 又 ,这 奇异 性 在 (52.3) 不 为 正 妈 问题 时 也 
全 出 现 过 (第 2 章 ， 问 题 9) 。 因 此 不 能 保证 所 有 的 逗留 夯 数 都 是 
二 阶 可 微 的 。 

可 是 如 果 假 定 有 二 阶 可 微 的 逗留 面 数 4 一 妈 (@) ， 则 Baler 方 
程 仍 成 立 。 命 


人 (UL，20 ) 一 之 gin (WU) ut i» (52 .4) 
央 其 Euler 励 程 为 
(QIQ) -QQ Gl (50.0 
有 入 (52.5) 就 形式 来 看 是 秋 的 ， 但 利用 直 由 简 (52 的 
参数 的 取 法 具有 任意 性 这 一 事实 ， 例 如 取 所 考虑 的 逗留 曲 糖 上 的 
定点 与 动 点 已 之 间 的 弧 长 PoP 对 全 弧 长 PoP1=1 的 比 作为 
z, 那 来 由 于 在 (52. 下 中 Q@ 一 常数 一 了 2, 故 得 到 
iQ il, ). (52.6) 
尽 可 以 把 它 看 作 是 现在 问题 中 的 Buler 方程 。 虽 然 如 此 , 如 果 解 
出 它 所 得 的 千 果 与 条 件 Q@=2? 相 耶 盾 , 就 会 发 生 困 难 ;不 过 这 种 担 
心 是 不 必要 的 。 因 为 @ 是 关于 w 的 二 次 齐 次 式 ， 故 依 Euler 定 
理 , 下 列 恒 等 式 成 立 : 
. 之 2 Qu; 一 2Q. (52.7) 
将 (52.6) 的 解 代 玉 此 式 ,并 对 z 微 分 , 则 有 z 
SQatud) =2 RR. (52.8) 


. $ 53 化 为 正 划 阅 题 的 变换 : 83 
但 因 左 边 等 于 4Q8/dw, 故 有 dQ/dz 一 0, 而 @ 实际 上 就 是 常数 。 于 
是 依 (52.3) 必然 有 Q= 六 , 


$ 53 化 为 正则 问题 的 变换 


如 果 观 察 一 下 (52.6) 的 形式 ,就 会 知道 它 是 泛 丙 
Itu] | az- 到 | wu (udu) dw (63.D 


的 Eoler 方程 (因子 1/2 不 过 是 为 了 方便 而 加 上 的 ) 。Jtw] 与 Tf] 
虽然 是 不 同 的 泛 画 ,但 却 具有 相同 的 Euler 方程 。 而 对 于 (53. 了 )， 
不 仅 正 妈 条件 (45.3) 满 足 , 井 且 甜 阵 (Qw sp) 是 正 值 的 。 这 是 由 于 
粮 素 (52.1) 为 正定 形式 。 故 在 不 含 共 塌 点 的 范围 中， 逗留 曲 米 烙 
出 I[w] 的 狭义 极 小 值 。 二 

J[ 扫 才 非 正 划 的 问题 ,对 于 已 =Q2，(PFue) 虽然 不 是 正 值 短 
阵 ， 但 无 座 如 何 它 是 非 负 的 。 这 是 因为 , 通过 简单 的 计算 , 就 会 
知道 四 
BD Pantiér—20 HE, Ga (人 98 一人， G€)] (58.2) 
对 于 任意 的 矢量 《= (56, …, 6) 恒 成 立 。 其 中 G 表 示 和 矩阵 
(gw(W)) ,而 (,) 为 矢量 的 内 积 。 因 为 G 是 正 值 矩 障 , 故 依 Schwarz 
不 等 式 , (53.2) 的 [”] 内 决 不 会 是 负 的 。 : 

因此 依 39 的 精 果 , 逗留 曲线 在 场 存 在 的 范围 内 就 答 出 
Jft] 的 广义 强 极 小 。 至 于 它 不 是 痰 义 极 小 这 一 点 ,从 同一 条 ,的 
测 地 厂 依 参数 的 取 法 而 成 为 BR,ri 的 不 同 的 逗留 曲线 这 种 现象 就 
会 明了 。 作 为 R, 的 曲 厂 ， 测 地 嫉 实际 上 答 出 痰 义 极 小 ,但 要 说 朋 
这 点 ,必需 有 更 妖 条 的 讨论 。 

由 于 [Ew] 与 Ttw] 具有 相同 的 极 小 西数 ,所 以 它们 的 极 小 值 
也 有 密切 的 关 系 。 因 为 沿 着 极 小 曲线 2 = 五 (z) 已 经 是 @ 一 PP 一 常 
数 ; 故 
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J[W] 7， 了 [本 于 P 
上 且 下 式 欧 立 : 
7 下 ] = 3 J [2. (53.3) 
但 在 这 里 玫 出 测 地 线 的 参数 z 是 象 (52.2) 那 样 在 0x 志 1 的 区 阅 
内 变化 ， 虽 然 .7[U] 与 参数 的 取 法 无 关 , 但 58] 却 不 是 这 样 。 
”车 将 z 的 范围 取 为 一 般 的 soszso， 划 因为 = 常数 = 的 
这 种 性 质 不 变 , 故 有- 


oJ) IL] = cl-a0), 
从 而 得 到 z z 
I[B] (eo) tI (53.4) 


考 虐 到 上 面 这 些 事实 ,就 会 知道 在 讨论 测 地 线 时 ,利用 正 荐 的 
而 且 形 式 也 简单 的 了 [w] 来 代 桂 奇异 的 活 巩 了 [ 纪 ], 在 处 理 上 要 便 


利得 多 。 
例 在 »” 稚 Euelid 空间 中 ,因为 
: ds?= Adu? + .,. + du?, (53.5) 
故 @=- vi2，(52.6) 就 成 为 
| w=0, 
纪 
~ Wi=Wi=ai(t 00) 十 po (i=1,..., 7n), (53.6) 


而 测 地 神 是 吉 强 。 对 此 .8 二 于 呈 , 从 而 依 (53.4) 有 
I =2 (0 a) I (on) | Qdr= (qe) ?Eo 
= (bubd?=|bi-bols, (53.7) 


但 在 2=q 时 = 本 。 这 是 当然 的 , 朗 它 等 于 两 点 bo, i 各 的 “ 测 地 蝶 敲 ”的 
平方 。 
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”554 Hamilton-Jacobi 理论 在 测 地 线 方 面 的 应 用 
对 于 (03.14) 的 被 积 画 数 
Fa, 本 一 误 51 gu (0) ua (54.1) 


应 用 Legendre 变换 (47.1~2), 因 (W=W) 
| PD gn G1 (64.2) 


为 了 就 Ww 求解 .上 式 ， 时 人 知 (gr (2 ) 的 洲 阵 Ar (tw)) ,于 是 
:一 之 hx (WU) Dx。 (64.3) 
因此 
N= 之 DA -了 一 53 hur (WU) Pi De, (564.4) 
典型 方程 (48. 了 1 是 
de 3 h(t) pn dp pype, (54.6) 
Hamilton—Jacobi oe (49. 2) 是 
WS hl) HW 9 -0. (54.6) 


此 式 不 显 含 Y， as ;例如 分 


W=ady (Wu) 一 去 oz， (54.7) 
就 能 求 得 解 。 将 它 代入 外 4. 6) 就 得 到 太 应 该 满足 的 方程 
Bhat) Ge Gl, (54.8) 


如 果 在 这 个 微分 方程 的 解 中 ， 水 全 (n 一 起 个 参 变 数 ga; …， 
mw 的 解 , 沸 末 依 (54.7) 就 能 得 到 含有 % 个 参 变 数 01，…, a 的 (54.6) 
的 解 。 z 

峙 别 , 著 把 治 着 通过 定点 Po(co 50) 的 逗留 曲线 积分 了 [ 扫 ] 而 
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得 的 特性 画 数 (8 45) 作 为 Tc, 4) , 则 依 (53. 外 有 
U=5 (¢ -40-1B(u, bo). (54.9) 


E(w, bo) 就 是 点 人 与 bo 的 测 地 距离 的 琅 方 。 依 $490 应 该 是 
《54.6) 的 解 。 将 也 代入 (84. 6) , 就 得 到 .BB(4, 0o) 满 足 微分 方程 


p> pul) -9 2 oo 4R (54.10) 
， 
的 结果 。 因 此 测 地 距离 
(Wu, bo) = R (a, BE (54.11) 
本 身 满 足 
Or OF pe . 
Bhs Fe =1. (54.12) 


网 就 Padia 安 间 来 芳 , 优 (53.7) 有 
五 (2 b,) 一 [1 一 poi2 一 之 (4 一 bos)32 9 


8R 国 OP 2 
B20 bo) ， Rr) =4 Dl —bo) ?=4R, 


由 于 gx Ce) ==6ip9 hir(W) 一 5xy 所 以 (54.10) 是 满足 的 。 
习题 


1. 证 明 当 F(x, xy 2) 不 显 含 ? 时， 典型 方程 具有 五 = 常数 这 样 的 积 
分 。 注 意 (16.1) 及 第 2 章 问 题 3 是 与 此 等 价 的 。 又 $62 中 得 到 的 9= 和 常数 
这 样 的 积分 也 是 与 此 等 价 的 。 

2. 证 明 如 果 仇 (x 妇 是 Hamilton-Jaeopi 助 程 的 解 , 则 傅 8 49 的 方法 
由 玉 所 作成 的 近 留 曲线 场 的 各 曲 厂 ， 对 于 证 = 常数 这 样 的 曲面 是 横 截 的 
这 里 , 谱 截 性 是 仿照 在 一 个 变数 的 情形 下 条 件 (25.8) 来 定义 的 。 

3.. 对 于 第 2 章 问 题 7 作 Hamilton-Jacobi 万 程 , 并 将 它 解 出。 

4. 斌 决定 Hamilton-Jacobi 方程 为 如 下 形式 


5 ) OW OF 
($B z ) +() + + 全 (r,t 


的 下 (2 4 2) 。 注意 在 f(x, 1) 一 ?0 十 之 ia 形式 之 下 能 借 分 离 变 数 
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的 方法 求 得 上 列 方程 的 完全 解 、 

5. 上 壕 关 于 调 地 熏 的 铺 果 ,大 部 分 能 推广 到 站 (WU uF uw)>0 
不 售 z， 且 关 于 w' 为 齐 次 的 场合 。 证 明 若 为 w' 的 一 欢 齐 次 式 ; 则 

可 [于 -| Flu, WH') ax 
的 Euler 方程 对 于 所 有 的 a 大 1 都 是 等 价 的 ,从 而 具有 相同 的 去 留 匠 数 4, 而 
(UU) 一 Cc 是 常数 ,天 且 下 式 成 谍 : 
Je[Lz = 一 (ci 一 ao) Ca 。 


第 6 章 借 变 分 法 的 近似 计算 


在 古典 变 分 学 中 公有 这 样 的 倾向 , 就 是 对 于 泛 画 7 [wl 的 极 
小 (逗留 ) 值 来 说 , 终 宁 是 把 重点 放 在 决定 逗留 面 数 闷 这 一 工作 上 。 
就 应 用 问题 来 看 , 虽然 也 有 和 希望 求 出 逗留 值 7 [5] 的 值 的 场合 , 但 
因 精 确 地 求 了 [5] 的 值 的 工作 ,除了 一 些 特殊 情形 以 外 , 一 般 是 很 
困难 的 ,所 以 求 它 的 近似 值 就 成 为 重要 的 问题 。 这 在 凸 泛 西 问题 
中 ,利用 相反 定理 (§ 12, $42) 往往 是 可 能 的 。 在 这 一 章 中 打算 就 
著 于 具体 问题 加 以 说 明 。 四 


$55 上 界 与 下 界 


如 果 泛 汞 了 [wu] 在 w= 二 时 取 最 小 值 ， 旭 因 对 于 任意 的 可 取 画 
数 双 都 有 [如 三 J[oq， 所 以 求 了 [ze] 的 上 界 是 极 简单 的 。 与 此 相 
反 ; 要 求 J[z 的 下 界 ,一般 说 来 ,几乎 与 求 了 [z] 的 精确 值 同样 朵 
难 。 不 过 当 $ 12, 8 42 中 所 述 的 相反 定理 成 立时 , 这 还 是 可 能 的 。 

为 方便 计 , 将 $12 的 粘 果 概 括 为 : 当 画 数 7 (w) 为 凸 面 数 时 ， 
利用 铬 定 的 矢量 4 与 矢量 空间 用 , 在 附带 条 件 


uaCcM (55 .1) 
之 下 ,使 J (2) 成 为 最 小 的 间 题 ,等 价 于 在 附带 条 件 
gradvy(O) LM (55 .2) 
之 下 ,使 沙 数 
TW) =7 0) — (grad J (V), v—a) (55 .8) 


成 为 最 大 的 问题 , 旦 7 的 最 小 值 与 的 最 大 值 相等 。 把 它 记 为 @， 
基 对 于 满足 (55.1) 的 任意 的 尼 与 满足 (55.2) 的 任意 的 2, 下 式 都 
成 立 : 
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I(V) QT (u). (55.4) 
因此 就 能 容易 地 求 出 Q@ 的 上 界 7(w) 与 下 界 I(v), 且 著 适当 地 
选取 w,，D， 就 将 得 到 Q@ 的 精密 的 近似 值 。 
以 上 为 方便 起 见 ,就 2 个 变数 及 = G4，…, 4w) 的 画 数 了 (4) 叙 
述 了 相反 定理 ， 但 它 可 不 加 改变 地 推广 到 画 数 祥 的 凸 泛 画 了 [4]， 
对 于 古典 沱 夯 (13.3) 的 应 用 已 在 8 42 中 讨论 过 , 而 对 于 更 一 般 的 
泛 夯 显然 也 可 得 到 同样 的 车 果 。 
以 下 就 若干 例子 来 看 这 一 方法 是 怎样 应 用 的 。 


$ 56 画 数 的 比 科 率 


考虑 二 阶 常 微分 方程 
— PW)W) DL U0 gor rw) FF0. (56.1) 
它 的 满足 初始 条 件 


ulgo0) 一 0 (56.9) 
“的 解 % 一 X2) 除开 常数 因子 外 是 确定 的 。 对 于 这 个 解 忆 考虑 求 
0 (DY (01) (50.8) 

w (G1) 


的 问题 。 这 个 问题 与 波 的 散射 间 题 有 关 。(@1) /zla1) 称 为 如 (2) 
在 oa 处 的 比 料 率 。 (86.3) 的 因子 (a:) 是 为 了 方便 而 添上 的 。 
这 个 问题 又 可 叙述 如 下 : 对 于 满足 边界 条 件 z 


wg0) =0, wm)=1 (56.2") 
6 1) 的 解 = 世 ,就 求 z 
Q=r7 (a) (01). (56.31) 
以 下 将 按 这 样 的 形式 来 处 理 。 
(56. 是 泛 画 
2 fw] -| [p(w) 二 OU dz (86.4) 


的 Euler 方程 ($29) 。 为 方便 计 添 上 了 因子 2。 对 于 w= 如来 说 ， 
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如 果 利 用 (56.1) ，(56.2/) 作 分 部 积分 ， 就 有 


。 2.j [4%] =7 0) 8) 一 Q。 (56.5) 
朗 所 求 的 量 Q 恰好 等 于 27f 
现在 假定 
人 (2) >0, 7(%)>0, (56.6) 


于 是 因为 (56.4) 的 右边 ,即使 把 w w' 看 成 是 各 自 无 关 的 夯 数 , 也 
是 凸 省 画 [(40.1) 满 足 ], 所 以 相反 定理 成 立 。 施 行 Friedrichs 
变换 (§ 43) (为 了 避免 与 系数 2(z) 混淆 , 把 (43.1) 的 p, 2' 写成 
9， 92， 把 2 写成 ,ww') ,上 因 


r= 3 (PU 二 + rw 2), 2 一 ?0 , Y=—p, 


| (56.7) 
B28 一 一 = 了 (地 P2 十 万 9)， 
故 依 (43.4) (注意 Do 一 0， 031 一 十) ? 由 
_ “fl1 2 1 13 
27[ 呆 一 2p (0 一 | (于 2 二 oa (56.8) 


确定 的 了 是 相反 汽 沙 。 对 于 9 来 说 , 它 没有 边界 条 件 的 绝 束 。 
由 于 @ 是 27[w] 的 最 小 值 , 27[op] 的 最 大 值 , 故 对 于 满足 
. (56.2) 的 任意 的 4, 以 及 任意 的 (没有 边界 条 件 的 ) gp, 恒 有 
2I[pg]<Q<2JIu]. © .. (56.9) 
因为 .56 .9) 是 很 简单 的 关系 ， 所 以 就 是 不 用 Friedrichs 的 变 
换 公 式 , 也 应 该 能 够 直接 地 证 明 。 实 际 .上 ,对 于 .上 面 那 样 的 任意 的 
2&，0， 有 


27[ 四 一 27[o] 一 全 (pet r+ 二 V+ 二 pajdz-2p(oD) 


| 


Fe 30) so £0) 260) J ap 


=| [zw ; 9’) +r(u — ip) lair>0. . (56.10) 


8 57 泛 区 的 齐 次 化 8 


故 恒 有 27ft 妇 关 24[Lo]。 而 当 9 一 p49 一 7w 成 并 时 ， 且 仪 腿 于 
此 时 有 27 [j= 二 27[p1。 这 时 因为 实际 上 有 (mw)'=pu, 即 忌 满 
是 (56. 卫 , 故 w=%%, 而 这 个 共同 的 值 就 是 @。 由 此 立 唱 得 到 
(B56 .9) 。 


$57 泛 男 的 齐 次 化 


”对 于 来 诗 , 虽 然 要 求 了 象 (56.2) 那 样 的 非 齐 次 的 边界 条 件 ， 
但 对 于 仅 满足 (56.2) 的 w(w) , 由 于 wz) /ute) 满足 (56.2)， 故 
若 代替 (856 .4) 而 取 
[PT7CoO)2 da 

(QT) 2 ” 
旧 对 于 仅 满 足 (56.2) 的 以 21[w] 的 最 小 值 为 Q， 

是 完 至 没有 边界 条 件 的 ,同时 I[wp] 不 是 卉 次 式 。 然 因 9 (2) 

是 可 取 的 ， 利 用 任意 的 数 x 作出 的 夯 数 wp (2) 也 是 可 取 的 ， 故 决 
定 a 使 1[ag] 成 为 尽 可 能 的 大 时 ,就 得 到 泛 本 


2I1[9] = 六 一 2 . (57.2) 
及 | zy 9 十 PD(L) 2 "oz 
从 作出 五 , I 的 过 程 就 会 明了 ， 对 于 石 , J1，(56.9) 也 成 立 。 称 
1 1 为 把 并 ， J 齐 次 化 了 鸭 泛 区。 对 于 只 要 求 得 Q 的 近似 值 这 
一 目 鬼 来 说 ， 利用 齐 次 化 了 的 泛 落 1, .7 要 便利 些 。 然 而 由 于 名 
使 将 近似 夯 数 w， 9 弱 上 任意 的 常数 以 后 ,， 卫 ,J 仍旧 不 变 , 所 以 
如 果 要 决定 2 使 ,7 成 为 最 大 ,就 必须 回 到 原 有 形式 来 考虑 。 
例 “作为 简单 的 例 , 考 嵌 以 下 的 情形 : 


ao 一 0，q 一 a PX) 一 1，7 (7) 一 工 » (57.3) 


91[v]l= |. (57.1) 


中 


， “9 | Pn 
w=a+as( 芒 ) a p=B1+ bs, 《57 .4) : 
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计算 得 (注意 (0) 一 0) 


1 1\V, /1 
(到 +) 一 、34 4/ ， (57 .5) 


(qi 十 Co)2 
《Br 二 Ba 
88 十 ap18? 二 (S$ + 训 ) pa 
适当 地 选取 wi, os 的 比 使 2Js[u] 尽 可 能 地 小 ， 上 且 适 当地 选取 Bj, Bs 的 比 使 
27ifp] 尽 可 能 地 大 就 可 以 了 。 这 些 不 外 是 二 元 国 数 的 极 值 问题 。 按 照 第 工 章 
问题 2, 这 个 问题 与 $ 3 的 问题 完全 相同 ,上 且 就 (57.5) 来 说 ,对 于 算 阵 


-一 十 一 一 十 一 1 |! 
a 。 


(57 .0b’') 


2[1[9] 一 


4 1 | (Bb7 .6) 


如 果 施行 $3 的 消去 法 ,就 能 求 得 27:[x] 的 最 小 值 。 车 果 得 到 
. 2 二 486 十 24 


入 去 Sai (57 .7) 


. 同样 地 处 理 27iLo]， 就 得 到 
> 30 te . (B7.7’) 
例如 售 a 一 1， 从 上 这 两 个 式 子 就 得 到 
1.4285<0<1.43333, z (57.8) 
其 上 下 界 的 平均 观 差 在 2% 上 以内。 
“在 近似 计算 中 所 用 到 的 (87.4 那样 的 画 数 称 为 试验 夯 数 
(trial funection) 。 在 这 里 参数 a1, as 等 是 待定 的 , 它们 须 这 样 来 
确定 , 使 了 [4] 作为 ai, 0 的 画 数 成 为 最 小 。 这 样 一 来 , 就 能 使 变 


分 法 问题 妇 精 为 普通 的 机 数 最 小 值 问题 。 如 果 增 多 参数 的 数目 ， 


其 稍 果 必 更 为 精密 。 
在 上 面 因 为 (57.5') 太 简单 了 , 故 对 于 9 沙 按 下 式 5 | 进 三 个 寡 数 
，» 9= 一 外 十 条 元 人 +ps( 祁 )， (57.9) 
则 计算 的 结果 就 成 为 
3(3a2+ 324 + 40) 


《> 1 -120) * (57.70) 
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当 4=1 时 有 8 之 1.43312, 比 (57.8) 有 了 相当 的 改进 (误差 在 0.01% 以 内 ) 。 

象 (57.4) 或 (57 .9) 那样 含有 线性 形式 的 参数 的 试 睦 医 数 称 为 多 性 试验 
函数 。 将 它 代入 后 J[w]j, 了 [9p] 就 成 为 参数 的 二 诡 式 ;J1[4j ,五 Lpj 则 成 为 一 
次 形式 的 比 , 但 无 论 是 那 一 个 都 容易 用 $3 的 方法 处 理 。 特 别 当 葵 出 了 a 的 
教 值 时 ,就 成 为 单 帮 的 数值 计算 了 , 若 参 数 的 数目 增多 ,计算 的 工作 量 就 加 大 ， 
利用 计算 机 计算 , 在 原则 上 是 可 能 的 ; 


$58 对 于 近似 丽 数 的 注意 


在 上 述 例 题 中 虽 甬 计算 了 .7[2] 的 近似 值 , 但 云 的 县 好 的 近 
似 夯 数 怎 样 才 能 得 到 呢 ? 例如 求 出 使 (157.5) 成 为 最 小 的 aa oa 的- 
值 而 代 大 (57.4) 时 , 坛 考 虑 在 怎样 的 意义 下 成 为 去 的 近似 画 
数 ? 
””” 回 到 没有 卉 次 化 的 活 丽 7, 7 来 考虑 (56.10) 。 如 没 w 一 坪 为 
准确 的 解 , 允 合 rw 一 yp, 而 将 9p 一 p 代 入 (56.10), 妈 因 2M92) =Q， 
9' 一 20 所 过 ， , 
27 tu —Q=| plu)?+r (ld. (58.1) 
另 一 方面 ,在 (56.10) 中 若 命 一 Zz, 则 因 27 [2 一 Q@, 故 
~ Q-2I[p] -| [GE +7(W—ip) ja (58 .9) 
把 这 两 个 式 子 相 加 再 用 2 除 , 并 注意 到 3 a? 二 5) 之 f(a 一 5)/2]?， 
旭 有 
计 (27[u] -2I[y)]) 


1 1 z 
0 下 他 十 一 网 
> |p( + [一世 一 到 ) Jaz. (58.3) 

车 我 们 所 用 的 试验 画 数 ,9 是 充分 精密 的 , 则 27[w] 一 27[Eyp] 
应 当 是 很 小 的 值 。 由 于 无 论 怎 样 作 它 都 是 能 计算 的 量 , 故 记 < 


2J [wu] —2I[g] =e? (58.4) 
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时 , 因 (58.]),(58.2) 的 和 为 s?， 所 以 它们 每 一 个 都 不 比 s? 大 。 又 
(58.8) 的 左边 是 a2/2 。 因 此 从 这 些 式 子 首先 得 到 - 

| zw 207 < e832, 

| (二 -二 de (58.5) 


[BAC p') -| dw 二 82， 


可 见 w 斑 9， 豆 (% 十 亏 9 每 一 个 各 是 准确 解 去 的 近似 页 数 。 在 


它们 中 国 ，_ 般 说 来 ， 最 后 的 一 个 精确 度 最 佳 。 但 所 请 近似 的 意义 
是 指 与 准确 解闷 的 差 的 平方 乘 上 2 忌 后 再 积分 所 得 的 值 很 小 ， 名 
”是 指 加 权 2 的 均 方 近似 。 所 以 w(z) 一 u (zw) 不 过 能 做 到 平均 是 s 
级 的 。 Q 的 误差 能 求 到 s? 级 , 即 | 


| Q 一 于 (27[ 四 十 27 [91) i< < 2 (58.6) 
”同样 的 ,从 (58.1~3) 有 


| r (WT) dv 2, 
J re-w) wese (58.7) 


J Fe) es 


而 ,二 9， 3 (w+ 二 gp) 每 一 个 都 是 名 的 近似 加 数 。 一 般 说 来 ， 


最 后 的 一 个 精密 度 最 佳 。 在 这 里 所 疆 近 似 的 意义 是 指 加 权 * 的 均 
方 近似 。 

”在 这 样 的 意义 下 , 象 4, 风 虽然 委 别 是 多 的 近 但 画 数 ,但 要 
知道 近似 度 es, 仅 千 7[wu] 还 是 不 够 的 ;, 若 在 计算 时 不 另外 利用 re 
的 近似 画 数 p， 则 工 [9] 就 不 会 知道 。v 或 许 是 很 好 的 近似 夯 数 ， 
但 在 实际 上 要 确定 它 ,就 需要 有 其 他 的 近似 丽 数 9， 
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因为 %, 人 不 过 是 准确 解 的 均 方 近似 ,所 以 朗 使 6 很 小 , 也 不 保证 在 每 个 
点 x 处 w(x) 一 %w(z) 都 很 小 。 忽 艳 这 一 点 就 可 能 发 生 鱼 误 。 例 如 在 前 节 的 例 
中 , 试 求 使 (57.5) 成 为 最 小 的 xz) 适当 地 取 常 数 因子 ,使 得 w (0) =1 来 将 


wo 2 oo 、 (58.8) 
， 4—a 
可 是 对 于 从 这 个 档 数 所 作 的 比 独 率 
Wx)_ 4—a+4dr (53.9) 


WU(Z) (4 一 G)Z 士 2z3 

并 汽 有 根据 能 届 它 在 各 点 处 都 接近 于 准确 什 w' (2) /wlz) .“ 在 平均 的 意义 
， 上”, 它 也 许 接近 于 准确 值 ,而 它 的 误差 是 。 表 的 。 特别 在 ==a 处 计算 (58.9) 
就 得 (和 十 3q9) /a (4 十 @), 而 当 4a= 工 时 则 为 .4000。 因为 已 枝 知 道 准 确 的 @ 
是 由 (57.8) 表 出 ,所 以 这 个 值 决 不 是 很 好 的 近似 。 状 用 这 样 的 方法 来 确定 近 
似 画 数 4， 关 利用 它 来 计算 w(q) , w'(a) ， 再 由 此 算出 8=w'(a) /wu(a) ， 是 条 
指 的 方法 。 

如 果 希 党 知道 在 每 个 点 处 的 w(x) 的 值 , 只 要 象 下 面 这 样 作 就 可 以 了 。 
在 (57.7) , (57.7) 中 把 a 改写 为 z, 则 8=w'/w 满足 下 式 : 


2(2r+3) _ CD 2+18z 二 24 58 10 


若 将 它 积分 ;并 用 妈 (0) = 工 加 以 规范 化 ,就 得 


(1 + 2) < <zl1 + 3) 时 . (58.11) 


这 里 落 售 zx=1, 就 有 1.588<wu(1) <1.591, 而 误差 是 0.1% 表 的 , 对 于 
(58.8) 来 设 就 不 能 得 出 这 样 的 佑 值 。 

作为 一 般 性 的 原则 ; 象 (58.8) 那样 利用 7[w] 来 确定 它 的 近似 栈 数 , 仅 在 
把 它 代 大 泛 画 7[w] 的 ww 时, 才 有 作为 近似 醉 数 的 作用 ,而 用 到 其 他 的 目的 上 
是 否 相 宜 , 则 就 不 一 定 能 有 保证 。 


$59 窑 量 


作为 另 一 个 例 , 考察 放置 在 电介质 中 的 导体 的 容量 。 地 布 满 
三 维 空间 的 电介质 的 介 电 常数 为 sz 9,2)， 放置 于 其 中 的 导体 的 
表面 为 一 , 导体 外 部 的 空间 为 G。 使 这 个 导体 荷 电 时 ， 在 G 中 就 
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产生 了 前 电场 , 它 的 电势 尺 在 G 中 满足 微分 方程 : 


div(s grad wu) =0, (59.1) 
在 了 .上 满足 边界 条 件 
| ”wh 二 = 常数。 z (59.2) 
导体 的 全 电荷 由 下 列 面 积分 条 出 : : 


:一 一 让 |，。 FAS (是 外 法 粳 )， (59.3) 


导体 的 电容 量 是 
6 
CO- 人 ， (59.4) 
(59.1) 就 是 泛 硬 . 
2.J [vw] 一 | _ (grad wu) ?ed%w dy dz (59.5) 
的 Euler 方程 。 如果 对 于 满足 (59.2) 的 (59.1) 的 解 %=%% 来 计算 
vv [那么 施行 分 部 积分 就 得 到 
2.7[2 二 一 | Le ds — 人 div (s grad ZL) dy dy dz 
一 4 人 rpe 一 4r82C 
因此 对 于 满足 459. ， 的 %， 
9 i[u] = 在 27 [ul =- 才 |。 (gradw)?s dvdydz: (59.6) 
的 最 小 什 刚巧 等 于 容量 CO 的 4 人 这 实际 上 是 最 小 值 ， 从 (59.6) 
为 山 尝 画 就 可 明 - 了 。 
根据 同样 的 理由 ， 对 于 这 个 关 题 可 以 应 用 相反 定理 。 利 用 


$ 42 的 方法 就 可 以 求 出 相反 泛 画 。 由 于 间 题 的 齐 次 性 ， 克 不 妨 分 
X= 二 1 ， 所 以 Ji 二 J 可 写作 


9 Fu, ws, ty, Ws] 一 | G+ drdy dz, (59.6") 
并 把 zw, ww 全 看 作 独 立 变数 。 于 是 相当 于 (42.7) 的 是 


$59 窑 量 m 
27 一 -| (22 十 2 十 0 e Aw ao dz 


+ 中 To cos(o 2) To cos(v, o) +v,c08 (0, 2)]e ds. (59.7) 


但 在 这 里 因为 ww， 2; 是 独立 汞 数 , 井 无 w=ao/ac 这 样 的 意 
村 和 本 相当 的 人 


(evs) ts 5 (eey) 十 -有 (ey) ， (59 .8) 


因此 ， 各 提现 在 反 分量 为 EVr, 80y Vz 后 关 直 本 人 2， 则 对 于 
满足 附带 条 件 
divo=0 (59.9) 
的 2， 证 醒 | 
21[v]=—| voidrdydz+2| wdS (59.10) 


的 最 大 值 应 该 恰好 等 于 4rC (v, 是 2 的 法 向 分 量 ) 。 按 照 857 的 
方法 ,用 av 来 代替 2 并 求 I[av] 的 最 大 值 , 借 此 将 了 齐 次 化 ,就 


27 [9 | (es) 一 (no? (59.10") 
| _ Ve-+ du dy da | v28-1 dw day dz 
e 等 于 -有 上 的 “全 电荷 ”。 
27:[o] 0 2J;[ (59.11) 
就 能 求 出 C 的 -上 下 界 。 
又 此 式 也 能 但 接 有 验证。 虽然 我 们 可 以 象 8 56 那样 证 明 J [2 
一 了 [9] 宇 0, 但 也 可 和 象 下 面 这 样 做 。 依 (59.9) ,因为 
| div uv = grad vb, : (59.12) 
将 它 积分 并 利 用 (59.2), 旭 有 | 
-5| wasS=—| erad uv drdyds, (59.13) 
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故居 Schwarz (os) 
12( da8) <|| (grad 2 es dz dydz | z 


x | veidzdydz|. (59. 功 
把 它 与 (59.6) , (59.10)) 比较 ,就 有 五 [op] <.Ja[ 四 ， 由 于 这 一 关系 
对 于 各 个 可 取 的 任意 的 wb 都 成 立 , 所 以 得 到 (59.11) 。 

对 于 准确 解 来 说 , % 表 示 静 电势 ,b 表 示 电 通 量 密度 。 近 似 什 
Ji[u] 用 到 了 “静电 势 ”w, 但 并 不 假定 入 满足 场 的 方程 。 另 一 方 
面 , Ti[o] 用 到 了 “ 电 通 量 密度 ”vv, 且 假 定 是 无 源 的 矢量 , 但 不 
假定 s-!w 具有 势 。 在 这 样 的 应 用 变 分 法 进行 的 近似 计算 中 ,一般 
的 原 刚 是 将 准确 解 应 裔 满足 的 方程 分 为 两 部 ， 然 后 分别 利用 仅 正 
确 地 满足 俱 中 一 部 ,但 不 必 满 足 另 一 部 的 斌 验 画 数 ,来 得 出 所 求 的 
量 的 上 下 界 。 
上述 精 果 也 可 推广 到 两 个 以 上 导体 的 场合 。 特 别 是 用 这 个 方 
法 可 计算 两 个 导体 之 闻 的 电容 量 。 代 替 上 面 的 电介质 而 考虑 电导 
雁 等 于 es (%, y, 2) 的 不 完全 导体 ， 汶 放置 在 其 中 的 两 个 完全 导体 
之 间 的 电 肝 达 为 Cof 则 上 述 精 果 仍 照 样 成 立 。 但 有 Co= 4zO, 而 
w 表示 电位 ,vb 表示 电流 密 庆 。 因 为 在 这 种 场合 不 完全 导体 可 以 
是 有 界 体 ;所 以 也 有 具有 自由 边界 的 情况 , 而 忆 不 限定 为 于 曲 面 。 
例如 在 图 59.1 中 , G 是 不 完全 导 
体 , B 是 自由 边界 ,6 与 是 由 
完全 导体 所 构成 的 正 负 电极 。 把 To 
的 电位 看 作 是 0, 而 I 的 电位 看 作 
保持 定 值 4， 即 必 在 Te 上 v=0, 在 
7 上 入 一 %, 如 果 同 上 面 一 样 来 处 理 的 话 , 则 27x[w] 就 答 由 Co 的 
上 界 。 同 样 27[o] 就 狂 出 Co 的 下 界 , 但 对 于 如 附加 了 在 自由 
淄 界 上 %, 一 0 这 样 的 附加 条 件 。 又 (59.10') 的 分 子 的 积分 


J 


图 59.1 
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| 及 在 Fe 或 中 的 一 个 上 来 取 。 


8360 容量 的 上 旱 


现在 来 考虑 傅 (59.6) 求 4rC 的 上 界 时 ,要 用 怎样 的 4 才 好 ? 虽然 取 准 确 
解 v= 2 就 能 得 到 准确 的 4rC, 但 这 一 般 来 襄 是 办 不 到 的 。 不 过 确定 了 一 个 
图 数 4&(z, y， 2) 时 ， 央 在 可 用 w=f (2) 的 形式 胡 出 的 事 数 4 中， 确定 最 好 的 
wu 是 可 能 的 。 但 在 T 上 必须 是 x= 常数 。 这 种 形式 的 画 数 都 有 共同 的 “等 势 
面 ”。 因此 这 个 方法 归 千 为 在 假定 了 识 想 的 等 热 面 的 基础 上 , 来 求 最 好 的 近 
似 。 依 u=f 0D ， 有 gradw= 产 (ODSgraduy 所 以 


27i[q= -二 | 7 (2(gTrad np)3e GZ Ay dz. (60 .1) | 


若 把 “等 势 面 - “= 常数 上 的 面积 元 素 让 为 aS, 而 相 邻 两 个 等 势 面 间 的 法 禹 
记 为 an, 基因 daz dy dz=as an, 月 grad 4==dp/an, 故 得 


271[]= 吉 | 7()? (2 ) sasan 


= (Da a E 5 as. (60 .2) 
这 里 
j(1) =| s 2 0 | (60.3) 
是 依 “ 等 势 面 ”4 一 常数 而 定 的 4 的 六 数 ， 尽 可 认为 是 已 知 的 。 所 以 
27]= 吉 | 了 (2j (an. (60.4) 


得 暂时 假定 在 T 上 4=0, 在 无 限 远 处 4= oo， 不 过 这 不 是 重要 的 。 另 一 方 
” 面 ,) 因 为 在 T 上 f(x) =w=%, 且 在 无 限 远 处 w%= 0; 故 依 Sehwarz 不 等 式 有 
w=(|- fan) < {7' 03jWan | (60.5) 
从 而 
2.T[u] 池 一 -= . (60.6) 
Fs 1 
特别 的 , 若 按 1'(w) =1/j(n) 来 取 沁 时 ,天 在 (60.5) 因 而 又 在 (60.6) 中 等 号 成 
齐 耻 。 出 此 
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dxC < (60.7) 
| 和 


在 所 考虑 的 这 样 形式 股 陋 数 %=f (x) 中 ,这 是 最 好 的 上 界 。 
例 求 放置 在 贤 空 中 (s=1) 的 楼 长 为 1 的 立方 体 的 电容 是 的 上 界 2 斌 取 
与 立方 体 表 面 有 等 距离 上 的 点 的 罗 述 作为 “等 势 面 " x. 于 是 显然 hx/dn=1， 
故 依 (60.3) ; j(n) 就 是 面 4 的 麦 面积 ;不 难 知道 有 
”j=6+6rn+ dz. (60 .8) 
由 此 依 (60.7) 得 “ 


co<— 1 -3 -6 jn [$2+ 六- | 
= | du “NN4 Sil6\2 4 7 
0 6+6xn+ dr 

一 0.7106 . (60 .9) 


$461 容量 的 下 界 


当 依 (59,10') 闵 求 容 量 的 下 界 时 ， 用 到 了 满足 (59.9) 的 (无 源 的 ) 矢量 丽 
数 2. 在 上 界 的 计算 中 合用 到 了 识 想 的 电位 ,与 此 相应 , 汶 里 就 要 考虑 设想 的 
电 通 量 和 密度 v。 利 用 “ 力 阐 " 爱 示 电 通 车 和 密度 要 方便 些 。 设 答 出 了 一 个 元 源 的 
矢量 vo(div vo 一 0), 于 是 在 各 点 处 具有 uo 的 方向 的 一 束 力 线 就 决定 了 ,而 将 
在 各 力 线 上 取 定 值 的 画 数 g(w) 乘 vo 后 作为 b=g(w)vo, 则 divo=0 的 性 质 
仍 不 变 (w 表示 力 线 的 参 变 数 )。 这 是 因为 在 divb=gdivvo-+gradg*vo 中 
divgo 一 0, 又 gradg 与 po 正 奖 。 
假定 在 这 里 仅 考 感 v=g(w)vo 这 样 形式 的 矢量 场 ; 而 使 (59.10') 的 值 成 
为 最 大 , 那么 只 要 考 卡 一 定 的 力 缠 就 会 输 出 最 好 的 近似 。 实 际 :E， 要 决定 这 
个 9 可 象 下 面 这 样 作 。 屋 洛 着 力 线 的 长 为 dz， 力 越 聚 集 而 成 的 硒 的 力 管 的 
断面 积 为 ao, 则 有 


| wx- dz dy dz = | go)203s-1dr An, 
由 于 沿 荐 各 力 管 div wo= 0, 故 |vo|ao 为 定 值 且 等 于 |vorldor ( 足 标 了 者 示 
在 物体 表面 7 上 的 值 )。 于 是 8 do v3n don (adorn/do)， 而 

| ws! dx dy ds -| g (0) 2 1 Cw) den, (61.D) 
但 由 于 
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2 (w) = or. se-1dn (61.2) 


在 指 客 了 力 坊 时 是 确定 的 量 , 可 以 在 名 是 已 的。 注意 到 v, 4S 二 g (w)vov 4aS 
==9(ow) jvor | dor (注意 力 线 是 假想 的 , 没有 与 物体 表面 正 交 的 必要 ) ; 划 
(59.10)， 依 (61. 了 D 而 成 为 


lol 61.3) 
[BO OL 


因 傅 Schwarz 不 等 式 有 
(yw ete) <| 9 0a dor |, (61.4) 
故 得 
27fo]< :| 2 . 《61.5) 


所 以 就 这 个 方法 来 襄 ， 虽 不 可 能 得 到 攻 [Lvj 较 (61.5) 的 右边 为 大 ， 但 若 取 
9 (w) 二 1/ vor|7(w) , 旧 因 在 (外 .和 中 等 号 成 江 , 所 以 (6.5) 右 边 的 值 是 可 能 
实现 的 。 因 此 在 利用 输 定 了 的 假想 力 线 而 得 的 范围 内 ， 


dar 
drC>| 1 (61.6) 


就 是 最 好 的 近似 值 。 
例 试用 (61.6) 计算 前 节 例 是 中 立方 体 的 容量 的 下 界 。 取 通 过 立方 体 
中 心 的 直线 束 作为 力 线 。 对 此 只 要 识 oo=r/rs 就 可 以 了 。 它 满足 diveo=0， 
取 立 体 角 作 为 w。 这 样 一 来 , 因 使 (61.2) 有 dcr/4o=?3/r2, 故 得 


yw) = 号 | -3adr=7,, (61 ,7) 
wr 
此 处 rr 是 从 中 心 到 立方 体 表 面 的 距离 。 因 dor= 泽 dw, 所 以 (61.6) 就 烛 
内 个 
c> 均 | rd (61.8) 


考虑 到 对 称 性 , 沿 着 立方 体 的 一 个 面 (例如 1 中 心 取 作 原点 ) 来 计算 


@ ”实际 上 这 不 限定 对 于 立方 休 启 立 , 即 对 于 任意 的 止 体 也 成 立 。 比 这 更 楼 驳 的 
关系 是 C> (十 | 分 ao) ”一 (二 亚 ) ”中 泛 物体 的 体积 )。 
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上 式 , 就 有 
at) gin 6 ‘cos $. 
0> 2 -af osg 00， Cosm(h) = (01.9) 
由 比 
1 1 log (2+#3) 
o>3[ log(1+ ss 6= | dt (61.10) 
这 个 积分 虽然 不 能 用 有 限 的 形式 求 出 ,但 从 此 可 得 下 界 
0>0.611, : (61.11) 


根据 这 一 精 果 要 与 (60.9) 合 并 而 得 出 精确 的 的 值 还 远 远 不 够 。 此 外 ,利用 


”上 述 脚 注 的 式 子 , 可 得 到 0 之 0.620、 对 于 这 样 的 三 稚 阅 题 , 要 想 借助 于 简单 


的 计算 而 得 出 良好 的 近似 值 是 困难 的 。 


$62 强 性 论 


相反 定理 也 被 应 用 于 弹性 论 , 而 得 所 彰 Castigliano 定理 。 
发 空间 坐标 为 2 一 (Cl，2zay， %3)， 表示 强 性 体 微 小 变 位 的 矢量 为 
到 一 (201， Ua, Ws) 9 于 是 变形 的 张 量 为 


_1/ Ou , Ou .1 
om- ). (62.1) 
弹性 能 密度 矿 为 ew 的 画 数 : ‘ 

W 王 (e011, C2323, C633, 623, C631) 612) 。 (62.2) 


对 于 微小 变 位 来 膏 , F 可 用 ew 的 正定 二 次 形式 表 出 。 它 的 系数 
为 弹性 常数 , 目 一 般 的 是 四 阶 张 量 , 但 对 于 各 向 同性 的 均 质 物体 ， 
仅 有 两 个 系数 是 独立 的 , 且 取 如 下 的 形式 : 


万 一 全 (eu 十 633 十 bs3) 
2 +(e +e to t+20d + 2 十 26) 。 (62.27) 
入 , 六 称 为 Lamé 常数 。 


对 于 体积 为 G 表面 为 的 弹性 体 , 设 作 用 于 其 每 单位 面积 上 
约 外 力 已 知 为 了 二 (pi, Ppa, Pp3) ， 则 其 全 能 量 为 
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2J fu]1— | Fas— ?| DoUdS (62 .3 


量 性 体 的 平衡 状态 借 J [&] 成 为 最 小 的 到 而 达到 。 这 是 关于 二 个 
变数 化 二 (v1), 化 3， 3) 的 二 个 图 数 = (2 ， ?23， Ws) 的 变 分 问题 ， 组 
然 是 很 复杂 的 ,但 在 本 质 上 , 例如 与 $ 59 的 辣 题 并 没有 什么 西 样 ， 


只 是 对 于 全 不 要 求 边 界 条 件 而 已 。 
作 Eualer 方程 ,区 有 
2 Opre 
这 加 0, (62 .4) 
这 里 
D11 一 和 一 入 (611 十 esa 十 633) 十 226 …) 
(62 .5) 
1 OF ”, 
P33 一 P32 = DO De 一 巳 LE33， ，…。 J 
自然 边界 条 件 由 下 各 输出; | 
> pp cos (Zr 了) 一 人 kw (62.6) 


: 其 中 2 表示 外 法 线 。 Dir 为 应 力 张 量 。 
”因为 也是 正定 二 次 形式 ， 所 以 即使 把 ew 与 表面 上 的 雪 ， 
us 都 看 成 独立 函数 , J [Uj] 也 是 山 泛 画 。 我 们 说 ex 由 (62.1) 划 出 ， 
而 (62.3) 的 第 二 项 w% 实际 上 是 内 部 的 w 的 边界 值 ,这 无 非 是 对 于 
开始 当 作 独立 的 em, w 所 要 求 的 线性 附带 条 件 。 由 此 $ 12 的 相反 
定理 成 立 。 因为 现在 没有 边界 条 件 ， 所 以 这 个 鹊 束 是 齐 欢 的 ， 而 
8 12 的 w 就 是 0,， 由 于 作 (12.5) 时 刀 的 一 次 项 失去 了 ， 所 以 辐 果 
相反 泛 丽 就 有 如 下 的 形式 : 


[6 _, oF _ = 一 | \ 
21—|(F oo ja az。 (62.7) 


在 相反 间 题 中 ,es 等 不 能 当 作 由 (62. 了 葵 出 ， 介 要求 在 代 委 
它 的 原来 的 Euler 方程 (62.4) 及 自然 边界 条 件 (62.6) 从 开始 就 作 
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为 附带 条 件 之 下 使 了 成 为 最 大 (或 使 - 工 最 小 )。 因此 将 (62.7) 
的 看 作 是 “应 力 ” pw 的 东 数 是 仇 当 的 。 即 在 (62.7) 中 月 


f= 二 (p21 十 p23 十 P33 十 2p33 十 2p31 七 2D13) 


A 2 
- 4 (8 和 十 215) (D11 十 2D33 十 233) 9 (62.8) 


而 且 在 (62.4) 与 (62.6) 作 为 附带 条 和 件 时 使 1 成 为 最 大 的 应 力 分 布 
就 表示 实际 的 斑 衡 状态 。 裘 示 戌 这 种 形式 的 变 分 原理 就 是 Casti- 
gliano 定理 。 。. 

上 面 为 简单 起 免 虽 全 假 定 了 没有 作用 于 体积 上 的 外 力 ， 也 没 
有 固定 的 边界 部 分 ,但 上 述 千 果 容易 推广 到 这 些 一 般 的 场合 。 


$63 杜 体 的 扭 刚 性 


坛 将 前 节 的 寺 果 应 用 到 刻度 的 问题 上。 考虑 与 z 轴 在 行 的 柱 
形 弹 性 体 。 识 它 在 wy 面 的 截 口 是 一 单 连 通 区 域 G。 把 这 个 柱 体 
的 下 面 固定 起 来 , 且 对 上 面 施加 力矩 而 葵 与 微小 的 租 变 形 。 因为 
对 侧面 不 施加 外 力 , 所 以 侧面 的 边界 条 件 依 (62.6) 为 
oo 二 on 一 0; poyts t+ Pyyys—=0, Porty+tpysys=0, (63.1) 

把 前 面 的 2 ，2a，0s 号 为 2，Yy, z， 且 记 cos(2， 2) 一 和 等 等 (注意 
在 侧面 上 zx, = 0) 。 另 一 方面 , 由 于 应 力 是 看 作 不 依赖 于 > 的 ,所 以 
Euler 方程 为 | 


6 a | 
\ Or Dzr + Pyz—0, 


Oy , 
9 D 
了 人 


OO - 0 
Cn. np,,=0 
0 Dy: Oy Dy: . 


这 些 条 件 当 把 pc; 一 p:s，Pws 二 psy 以 外 的 分 量 都 取 作 0 时 也 能 满足 
(由 于 在 上 下 底面 上 , 都 作用 了 外 力 的 力矩 , 故 不 待 车 这 两 个 不 能 
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成 为 0) 。 于 是 应 讨 考 虑 的 条 件 仅 是 (63.1) 和 (63.2) 中 的 最 后 的 
式 子 。 从 (63.2) 的 最 后 一 式 ,就 会 看 出 象 适 合 


SW 。 
Pz: = Oy ? Pys Ox (63 .3) 


的 夯 数 峭 = 岂 (2， 9) 是 存在 的 。 把 它 代 天 (63. 卫 的 最 后 一 式 中 , 旭 
在 侧面 9 的 边界 六 处 就 有 93/2%:0W/6y 一 x,:9,, 而 grad 汪 与 边 
” 界 的 法 线 方 向 一 致 。 这 说 明 在 三 处 峭 为 常数 ;并且 因为 这 个 常数 
无 论 是 什么 ,都 没有 关系 ;所 以 不 妨 纹 , 

在 本 处 ， 出 =0,。 (63 .4) 


由 此 ,前 节 的 0astigliano 定理 就 归 精 到 使 
21[y]——| Pdrdy : (63.5) 


成 为 最 大 的 问题 。 但 要 添加 如 下 的 附带 条 件 作为 边界 条 件 ， 印 性 
施加 的 力 短 为 1 时 ,zpy 一 ypzz 的 积分 , 序 (以 下 记 py/ ax 一 少 等 ) 


注意 到 (63,4) 并 分 部 积分 ,就 有 z z 
2 | warday=1. (63.7) 


对 于 均 质 物体 , 由 (62.8) 烙 出 ,而 在 现在 的 场合 下 ,，(63.3) 
以 外 都 是 0, 所 以 (63.5) 变 为 . 
27[W] 一 一 苹 人 (ddy. (63.8) 
因为 (63.7) 是 关于 由 的 一 次 条 件 ,所 以 在 这 个 条 件 下 使 (63.8) 
成 为 最 大 的 问题 ,在 本 质 上 就 等 价 于 使 
| .BAHTWdzay 


了 [Li 区 (63.9) 


成 为 最 小 的 问题 。 若 不 计 因 子 gr 则 因 [由 的 最 小 什 [下 等 
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于 单位 力 和 托 作 用 在 圆柱 每 单位 长 度 上 的 插 能 量 , 所 以 Kk/J Ut] 恰 
”好 等 于 扬 刚 性 了。 即 得 到 了 不 等 式 


* 4 CQ cm 12 
ps av) (63 .10) 
| 2+ dr dy 
这 里 由 只 要 是 满足 边界 条 件 (63.4) 的 任何 画 数 者 可以。 
如 果 照 例 对 (68.9) 或 (63.8) 应 用 相反 定理 , 就 得 到 葵 出 也 的 
上 界 的 不 等 式 。 在 这 里 我 们 将 更 直接 地 来 导出 它 。 取 满足 附带 条 
名 . 


div Y=2 (68.11) 
的 天 量 = (oz 23) ， 于 是 因为 、 、 
diy yw oO=2y+grad wv (63.12) 


的 左边 的 积分 依 (63.4) 而 成 为 0, 放 依 Schwars 不 等 式 ,就 得 
4(| dvdy) 一 (|, grad pv dr ay) 
< | (grad 4) dz dy | 02adzaowy。 ， (63 .18) 


从 而 (63.10) 的 有 边 不 比 |v?dzdy 大 。 由 于 (63.10) 的 右边 的 最 大 
值 为 /+P, 故 得 
z wp<| ozdody (68.14) 
Gi 
这 里 交 只 要 是 满足 (63.11) 的 任何 矢量 都 可 以 。 


例 试 求 边 长 为 24 的 正方 形 的 捏 刚 性 。 顶 点 的 坐标 设 为 (上 4, 十 9) ， 
并 倒 z 


y= (oa 一 oa) (42—y’) (63.15) 
央 因 边界 条 件 (63.4) 满 足 , 故 依 (63.10) 容 易 得 : 
AP 和 mi-2.2204。 (63.16) 


又 设 b=7==(z, 9)， 刚 因 (63.11) 满足 ) 改 依 (63.J4) 有 - 
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jp< a4=2.67a4, (63.17) 


这 蔡 上 下 狗 虽 然 还 不 精确 ,但 因 所 用 的 是 简单 门 试验 殴 数 , 收 也 只 能 如 此 。 


3 64 非 厂 性 问题 ,Thomas-~-Fermi 方程 


直到 现在 我 们 所 处 理 的 上 下 界 问 题 ,在 形式 上 都 是 大 同 小 异 ， 
而 且 Euler 方程 都 是 线性 的 ,因此 ,其 共同 的 特点 是 研究 极 值 的 泛 
画 都 是 二 坎 的 。 在 非 线 性 问题 中 , 相反 定理 成 立 的 情形 虽然 很 多 ， 
但 所 考虑 的 泛 画 的 最 小 (大 ) 值 在 实际 .上 并 不 重要 ， 因 此 也 没有 方 
法 来 求 它 的 近似 值 。 在 这 一 点 上 ， 非 线性 轩 题 与 线性 问题 是 不 同 
的 。 而 最 小 值 不 引起 特别 兴趣 的 场合 却 很 多 ,其 中 Thomas-Fermi 
方程 却 是 一 个 例外 , 它 是 实际 应 用 相反 定理 的 一 例 。 

生性 原 子 的 Thomas-Hermi 砌 程 为 


° WU = -2 (0<w<o0), (64 .1) 
在 它 的 解 中 满足 边界 条 件 
: 4(0) = =1， lim wl2) =0 (64.2) 


: 的 解 称 为 中 性 原子 的 Thomas-Fermi 琴 数 。 由 于 (64.1) 是 非 厂 性 
的 ， 所 以 这 种 解 的 存在 及 唯一 性 决 不 是 鼻 然 的 ， 其 证 明 出 并 不 困 
难 。 不 过 以 下 将 假定 这 是 已 知 的 。 - 

不 难 知 道 , (64.1) 是 泛 画 


2J [wu] = |( wt #8)aw | (64.3) 


的 Euler 方程 ,但 对 于 双 附 有 边界 条 件 (64.2) 。 因 为 (64.3) 的 鹤 
积 画 数 2 (z, ww) 在 以 wo w 作为 独立 变数 时 是 西 画 数 ,所 以 对 
于 准确 解 v= 2 2y [w] 取 最 小 值 ， 且 能 应 用 相反 定理 。 直接 利用 
Friedrichs 变换 (43 .1) ，(43.3) ,就 有 
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一 太一 凡人 一刀 pd 
1 3 1 ,5 (64.4) 
有 200 pu FP- ter pp. | 
在 (43. 名 中 代入 91 一 0, po 一 | 于 是 相反 省 画 就 成 为 
21[p]= —2%p(0)—| (天 二 中 天 oaz。 (64.5) 


， 这 里 p(w) 必须 满足 (2) 0， 为 了 右边 的 积分 存在 ,当然 在 -> 
时 必须 p->0, 故 p(0) <0。 了 Ep] 的 最 大 值 就 是 [uJ 的 最 小 对 
了 了 FE， 
因此 对 于 满足 (64.2) 的 任意 的 v> 0, 与 满足 多 >0 的 任意 的 9， 
2I[ipl<27 [ul 2 [vu], : (64.6) 

而 有 容易 求 册 7 [可 的 近似 值 。 然 而 了 [四 是 从 变 分 法 导出 微分 方 
程 时 选取 的 泛 画 ， 并 不 是 预先 输 定 的 ， 所 以 就 产生 来 7[O9 有 什 和 
作用 的 疑问 。 

可 是 在 这 个 问题 上 却 有 特殊 的 捕 驶 , 序 .7[ 可 是 与 画 数 忆 的 一 
些 更 重要 的 量 借 简单 的 关系 而 联系 起 求 的 。 这 种 量 中 的 一 个 就 是 
去 的 初始 科 率 和 


恒 有 


Bo= 一 (0) ， (64.7) 
这 也 可 写 为 - 
B= | (Gao do， (64.8) 
由 于 w= 元 满足 (64.31) ,所 以 裤 积 画 数 就 成 为 ?十 ww' 一 (Uw)', 车 
再 利用 (64.2) ,就 立 到 得 到 (64.8)。 - 
虽然 64.3) 与 (64.8) 相似 ， 但 也 略 有 不 同 。 假使 (64. 1T) 是 线 


糙 的 ,而 右边 的 全 换 成 了 %， 基 (64.8) 将 完全 与 (64.3) 一 致 。 实 - 
际 上 ,此 时 的 问题 就 与 8 56 的 问题 完全 相同 。 
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由 于 问题 是 非 线 性 的 ,虽然 (64.8) 与 (64.3) 不 一 致 ,但 另 一 方 
面 ,利用 画 数 w = 的 特殊 性 , 在 Bo 与 J[ 加 之 间 , 存在 荐 一 定 关系 
是 可 以 看 出 的 。 为 要 导出 这 一 关系 ,可 利用 常数 和 >>0, 合 
wi (2) = (Ny) (64.9) 
来 计算 了 [wr] 。 在 这 个 积分 中 用 Xz=t 来 变换 变数 , 旭 得 


2 [wu,] -| wi 人 ?十 所 “| tidt. (64.10) 


”由于 多 是 v 的 最 小 画 数 , av [w]/3% 在 和 =1 处 应 成 为 0， 把 它 写 
下 来 ,再 将 1 换 为 > 就 得 


下 adp -2 Fe (64.11) 
可 见 〈64.8) 的 两 项 的 积分 之 闻 存 在 着 简单 的 关系 。 于 是 在 7 [4 
， 与 3 之 间 , 有 ， 
| | B= (64.12) 
的 关 和 有 和 成立, 而 依 (64.6) ，Bo 的 上 下 界 便 能 由 
_2p(0) 一 | (er + Ed 
< Bo<| (ut 3)d (64.13) 


近似 地 算出 。 - 
$65 尺度 的 变换 与 齐 次 化 


虽然 (64.18) 可 以 在 现 有 的 形式 下 应 用 ,但 绝 过 如 下 变形 后 就 
更 方便 。 取 任意 的 画 数 ICz) 二 0, 施行 尺度 的 变换 
vs) =U (Mw) /U (OO) (和 >>0)， (65 .1) 
于 是 因 忆 满足 必要 的 边界 条 件 , 故 代入 (64.13) 就 行 了 。 根 据 推导 
(64.10) 的 相同 理由 ,得 
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1 
6 A fagp rt 2 到 到 7 
7 Bo< Troy (0) "det ry Ud 


(65.2) 
因为 上 式 对 任意 的 >0 都 底 立 ， 所 以 在 和 >0 的 范 团 内 可 取 其 右 
边 的 最 小 值 。 精 果 是 


| pd 


Bo<2 $58.70 (0) (| Udo) (| vias). 


: (65.8) 
同样 , 取 任 意 的 画 数 P(e) (但 P'(w) >0) , 全 
pp)—uPOz) (A>0, n>0), (65.4) 
代入 (64.18) 的 左边 ,得 四 四 
$Bo>—2pP(0) 一生 人 Po)san， 
一 吕 ws | P' (w) 3 dr, (65. 5 ) 


由 于 上 式 对 无 答 什 么 样 的 X， 都 成立 ,所 以 如 果 这 样 确定 和, 使 
右边 成 为 最 大 ,就 得 到 


DO 人 Pie 


(65.6) 
例 在 (65.3) 中 命 : 
DU (7) = (1+2) -2, (65.7) 
于 是 右边 可 用 B 医 数 来 表示 而 得 
Bo<23.5 3.7.B(1, 5)3 B( 3 3 ):=1.595, (65.8) 
双 在 (65.6) 中 兮 
P(r)=—e 7?, (65.9) 


则 得 
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与 所 用 试验 画 数 的 简单 对 比 起 来 , 这 些 上 下 界 是 好 的 。 又 在 (65.7) 中 , 序 合 
将 (+ 中 -2 换 成 (十 Xz) -3 而 引进 参 变 数 和 ， 只 要 是 应 用 (65.3)， 竺 果 仍 不 
变 。 这 是 因为 象 这 样 的 尺度 变换 已 才 活 大 到 (65.3) 中 去 了 。 关 于 (65.9) 的 
五 数 也 有 同样 的 情况 。 


对 于 现在 的 问题 , 厂 性 试验 丙 数 (§ 57) 无 能 为 力 。, 这 是 因为 
当 0 是 参数 的 一 次 式 时 , 象 | 了 U? dz 这 样 的 量 ,车 把 参数 作为 不 
定 的 , 就 不 能 计算 出 来 。 根 据 这 个 理由 , 要 精确 地 求 Bo 的 近 人 
值 , 比 起 线性 问题 来 ,困难 的 程度 要 大 得 多 。 
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再 考虑 8 56 的 问题 ( 邹 求 w(o) /xc) )。 在 那里 便 假定 了 
p(w) >0, 7r(z) >0, 但 有 许多 问题 ,虽然 满足 7>>0, 却 不 一 定 满足 
p>>0。 在 这 样 的 一 般 情 况 下 ,由 于 2 太一 po2 十 al 在 以 w w 作为 
独立 变数 时 不 一 定 是 吓 画 数 , 所 以 对 于 (56. 人 的 了 [] 就 不 能 应 用 
相反 定理 或 Friedrichs 变换 来 求 上 下 界 。 因 此 求 8 的 上 下 界 就 


不 象 前 面 那样 简单 。 
“因为 无 葵 如 何 元 总 满足 Eoler 方程 ,所 以 总 有 
2Jj [ul 一 27 fw] =27 fm] ,n= mi, (66 .1) 
其 中 是 的 变 分 ,而 了 [就 是 了 的 第 二 变 分 ”满足 边界 条 件 
7 (0) =7 (4) 一 0， (66.2) 


注意 到 这 一 点 并 分 部 积分 ,就 可 有 / 
2J [7] -| — (77 ) 二 2020] nde— nH aq2 ， (66.3) . 

一 般 地 本 
Ho= ~ (rv) +P. - (66.4) 


缉 在 就 关卡 关于 五 的 如 下 的 固有 值 问题 : 
Ho=Mho. (66 .5) 
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这 里 Xz) 是 确定 了 的 而 数 , 且 南 7>>0。 对 于 画 数 9p 要求 有 与 (66.2) 
相同 的 边界 条 件 。 如 $30, 8 31 所 人 述 , 圈 有 值 构成 数列 和 << 和 s 过 … 
以 ->00) , 且 可 确定 相应 的 固有 画 数 pz，p2s，… ,使 构 充 完备 的 正 
规 正 交 条 : 


| wezzaz=an ， 《66.6) 
利用 这 个 党 备 正 交 系 把 变 分 9(z) 层 开 , 就 得 
WT oip,, “| pink ds, (66.7) 
同样 ,发 画 数 #7 及 7 的 展开 为 
piHn~ Sdpr, d= | pe: Hndo. (66.8) 


由 于 2: 及 7 都 满足 边界 条 件 66.2)， 故 依 Green 定理 与 Hg， 
一 pg, 得 
4 一 | nH piaz= ju| ph do No, (66.9) 
更 依 Parseval 公式 (31.8)， 就 能 得 到 
| oz 一 了 
27 [m= | 1H nd Dod SM, (66.10) 


| Dd EM, | 
去 在 AI， 人 3， … 中 正 的 且 最 小 的 一 个 是 2， 负 的 且 饮 对 值 最 小 
的 一 个 是 一 8B, 旭 有 


|7H "dr=5h 5 1 1 


和 SA?e?, 
(66.11) 


|% 7av>— EN. 


合 卫生 ==8?, 剧 依 (66.10) 就 有 
z os = | (Hm) 2 -1dy = | (Tw) ?2 hidg, (66 .12) 
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伯 算 子 荆 虽然 在 形式 上 和 如 和 借 相同 的 式 子 (66.4) 来 定义 ,不 过 省 
可 作用 于 个 一 定 满 足 边 界 条 件 的 一 般 回 数 。 因 此 及 
一 (一) 二 Luw4( 注 意 T2 一 0) 。 依 (66.12)， (66. 征 有 


-<| nH nd < es, (66.13) 
因此 注意 到 (66.3), 就 可 从 (66. 刀 得 到 . ,， 
-i 62< 2 [4] 一 27 [eo < 三 a2, (66.14) 


如 果 已 给 了 试验 画 数 w, 有 27[ 四 及 se? 都 是 能 计算 的 量 。 因 
此 ;车 u 8 已 知 , 旭 依 (66.14) 就 能 求 出 27[ 菩 的 上 下 界 。 一 般 说 
来 , 准确 地 求 出 a, B 与 求 27[ 可 是 差不多 的 , 或 者 还 要 更 困难 一 
些 。 可 是 车 色 是 良好 的 近似 画 数 ,如 因 82 很 小 (实际 上 若 && 一 元 ,到 
由 区 =0, 而 有 8 一 0) , 所 以 在 知道 了 a, B 的 大 略 的 值 以 后 ， 上 
面 的 到 式 就 可 应 用 。 还 要 注意 ,由 于 辅助 夯 数 大 的 取 法 ,就 是 对 于 
同一 个 w 也 会 使 w,，B, s2 产生 差异 。 

特别 是 当 了 [7m] 为 非 负 值 时 ( 即 在 4 的 左边 没有 om 的 共 地 
点 ) ;因为 入 之 0, 所 以 取 wa=)a, 6= co, 就 能 完满 地 得 到 


27 [wu] -元 s2<27 [2 <27 [uy]. 《66.15) 


本 节 的 方法 与 56 依据 相反 定理 而 得 的 方法 并 非 完 双 没 有 关 
系 。 当 2>0 时 ,可 以 p 作 为 8, 这 样 , 依 


2 [7] >| pr2 de (66.16) 
就 有 入 之 1, 所 以 (66.15) 变 成 
927 [vl —e<27 [ul 2 Tvl., (66 .17) 


另 一 方面 , 从 (56.10) 就 可 以 明了 , 这 里 的 。? 与 在 (58.4) 中 用 了 
9=rw' 时 的 8? 完全 一 致 , 因此 (66.17) 当然 是 从 (56.9) 立 列 可 推 
得 的 车 果 。 
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在 实际 计算 中 ， 利 用 和 线性 试验 西数 使 s? 成 为 最 小 可 决定 参 
数 。 当 这 个 方法 很 麻烦 时 ,一 般 可 这 样 作 :形式 地 将 试验 西数 代入 
2.7 [wu], 变动 有 限 个 参数 来 求 出 它 的 逗留 值 ， 作 为 27 [的 近似 
值 。 虽 然 不 能 保证 用 这 个 方法 一 定 能 得 出 良好 的 值 ， 但 如 果 在 计 
算 时 加 以 适当 的 注意 ， 则 常 能 得 到 满意 的 业 果 。 其 理由 是 : 为 了 
了 [ 杂 J 是 逗留 什 , 了 了 [2] 一 了 [ 忆 就 是 高 阶 的 微小 量 , 故 即 合 w 一 不 是 
太 小 ,7[ 四 一 [四 也 可 以 成 为 充分 小 。 


567 散射 的 相 


”在 波 的 散射 理论 中 常常 出 现 如 下 的 问题 。 考虑 在 区 间 0<z 
达 o0 内 ,满足 微分 方程 z 
一 w=w"' 十 [一 了 (ww)1w==0 (8 是正 的 常数 ) (67.1) 
与 边界 条 件 | . 
w (0) =0 (67 .2) 
“的 画 数 w= 忆 (oz) 。 股 “ 劳 " 夯 数 三 (o) 当 x->co 时 充分 快 地 接近 于 
0, 旭 在 远 处 去 (z) 就 取 如 下 的 形式 : 
&( Oo) 一 4sn(pr 十 9)。 (67 .3) 
5 称 为 散射 的 相 ,是 决定 散射 现象 的 一 个 很 重要 的 量 。 
要 计算 5 可 应 用 变 分 法 。 为 此 ,导入 泛 丽 
27[ 由 =| ludotho, .67.4 


但 作为 可 取 的 夯 数 x， 除 应 满足 边界 条 件 (67.2) 之 外 ， 还 应 在 
xz 一 co 时 ,具有 如 下 的 渐 近 形式 : : : 

WL) ~ Cog EL sin px, (67 .5) 

取 这 里 的 系数 o 作为 (867. 纹 的 w。 对 于 这 样 的 w， 因 为 当 o>o0 
时 ,有 Iw~Vw, 所 以 (67. 汉 的 积分 是 存在 的 。 

准确 解 4= 记 是 (67. 沁 的 逗留 画 数 。 实 际 上 ,在 
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/ 28 7 [ul = | du Ludst| wldudothdo (67 6) 

中 注意 到 四 
| (wu L 6u— 6u Lu) dz— lim (wu 5u 一 Eu) = — jw, (67.7) 
就 得 


) 
237 [ul =2| du Lude, (67.8) 
0 


若 售 % 一 元, 期 由 于 到 二 0, 右边 就 成 为 .0， 
求 逗留 储 时 , 仍 由 I 一 0 而 得 z 
2. [u] =ho=hcotd. | (67.9) 
因为 上 是 把 准确 解 v 一 公 的 渐 近 形式 写成 (67.5) 形式 时 的 % 的 值 ， 
.所 以 只 要 与 (67.3) 相 上 比较 就 立刻 会 知道 它 等 于 cot5. 这 样 , 逗留 
值 [oz 就 直接 表示 了 一 个 重要 的 物理 量 。 - 


8 全 散射 的 相 的 佑 值 


依 (67.9) , 求 6 的 工作 虽 已 归 夭 到 求 7[w] 的 工作 , 但 这 里 的 
“ 滋 画 .LO 与 前 晃 的 活 画 是 不 同 的 ,被 积 面 数 包含 一 ww" 这 样 的 项 。 
无 座 如 何 J [wj 决 不 是 同 泛 图 ,相反 定理 不 成 并 。 

可 是 利用 与 866 相 类 似 的 方法 ,可 以 求 由 了 [1 的 上 下 界 。 计 
算 v 的 全 变 分 ,就 知道 有 
2. [wu] -27[ 厅 =| 7 Ld, 一 公开 ， (68.1) 


在 这 里 使 用 了 与 (67.7) 同样 的 计算 。 为 要 估计 (68.1) 的 右边 的 
景 ,可 用 与 $.66 完全 同样 的 方法 。 : 

确定 辅助 函数 p>0, 而 考虑 形式 上 与 066.5) 完 全 相同 的 加 有 

值 问 题 (为 了 与 波 数 有 所 区 别 ， 这 里 用 p 代替 866 的 人 。 不 过 

在 这 里 算 子 肪 虽 然 与 工 相 辐 , 但 出 它 仅 作用 于 满足 齐 次 边界 条 件 

v(0) =0; 0->co 时 ,2 ~ Asin pw (68.2) 
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的 画 数 。 如 果 p (2) 是 在 远 处 充分 快 地 趋 近 于 0 的 画 数 , 央 可 证明 
鼠 的 固有 值 构 成 数列 

NN CNMN, (68.3) 
和 866 的 场合 人 不同， 这 个 数列 一 般 是 向 左右 两 方 延伸 的 。 设 相 
应 的 固有 匡 数 系 为 pg:(% 一 0, 土 1， 土 2,…), 期 正 交 性 ,展开 定理 ， 
Parseval 符 式 璧 均 照 样 成 立 。 恋 耻 7 一 V 一 一 (oo 一 O)sin fw 满足 
边界 条 件 (68.2)， 因此 ,注意 到 m= 于”， 则 (66.6) 以 下 的 式 子 都 
照样 成 立 , 而 有 得 到 (66.14) 作为 2] [1] 一 hcot5 所 清 足 的 不 等 
式 。 部 


一 二 Bhcotd—27 [Lo] < 瑟 外 ， (68.4) 


人 
8 Ga (TD 2p-1dg, (68.5) 
至 于 实际 的 计算 ,相应 地 要 有 与 前 节 同 样 的 补充 说 明 。 
.$69 固有 值 问题 的 Rayleigh-Ritz 方法 


最 后 哉 用 变 分 法 来 处 理 固有 值 问题 本 身 。 为 简单 起 见 ， 考 虑 
$ 30 的 问题 ,固有 值 ,hs，… 就 是 活 醉 了 [w]/ [w] 的 逗留 值 , 特 
” 别 是 入 等 于 它 的 最 小 值 。 此 时 仅 从 逗留 值 不 止 一 个 这 一 点 就 会 
明了 相反 定理 是 不 成 立 的 (这 最 后 是 由 于 KK[w] 不 为 一 次 的 )。 
因为 无 论 怎 样 i 总 是 最 小 值 , 所 以 采用 可 取 的 任意 画 数 4， 
恒 有 | z 
< (69.1) 


这 有 时 称 为 Rayleigh 原理 。 取 含 有 适当 贿 数 的 夯 数 作为 v, 使 
(69.1) 多 右边 成 为 最 小 ,就 可 以 相信 它 将 给 出 生 的 良好 近似 值 ,这 
与 上 述 各 节 是 相同 的 。 

特别 ,利用 线性 试验 画 数 来 作 就 更 便利 ,这 样 做 还 有 一 个 好 处 ， 
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那 就 是 其 他 固有 和 值 *», %s, … 的 上 界 也 能 同时 求 出 。 即 决定 了 
“基底 丽 数 ”wi，…, ,利用 参数 三, …, 6&1 全 

WC 二 nn | (69 . 2) 
代 大 (69.1) 的 右边 ， 就 得 汉 个 变数 名 ，…, ;的 两 个 二 次 形式 
的 比 


SF Qi Es En 
ES bin Er Ex (69.3) 


旧 耸 母 是 正定 的 。 因 为 这 个 画 数 与 (5. 力 具 有 完全 相同 的 形式 ， 所 
以 就 产生 了 相应 的 固有 值 阅 是 
5 (mw— Xbis) &x=0, (69 .4) 
而 且 图 有 值 
ES (69.5) 
蚌 确 定 的 。 对 此 , 恒 有 
/ NN G1, .nN), (69. 6) 
这 一 关系 利用 固有 值 的 最 大 -最 小 性 (8 6) 就 能 立刻 凌 明 。 将 
(69. 二 与 (69.3) 比较 ， 可 知 (69.3) 就 是 把 (69.2) 的 4 代 天 (69.1) 
议 后 所 得 的 糙 果 ,也 就 是 把 泛 画 (69.1) 的 变 域 加 以 限制 后 的 精 果 。 
因此 对 琴 者 附加 相同 的 胶 束 时 ,它们 的 最 小 值 中 , (69.3) 的 最 小 值 
可 能 小 些 , 从 而 关于 最 小 值 的 最 大 值 , 朗 固 有 值 , 也 可 以 说 有 同样 
的 精 果 。 
”人 解 (69. 急 而 求 % 的 近似 值 入 的 方法 , 称 为 Rayleigh_Ritz 
方法 。 与 上 面 园 样 可 以 相信 , 车 参数 的 数目 忆 增 大 , 则 入 就 成 为 
和) 的 良好 近似 。 关 于 实际 的 应 用 例子 请 参看 其 他 书籍 。 
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就 RayleighzRitz 方法 来 说 ,虽然 能 求 得 固有 值 的 上 界 , 但 友 
不 能 求 得 下 界 。 印 使 如 此 , 要 求 图 有 全 *, 的 上 界 , 至 少 还 必须 准 


118 第 6 章 借 变 分 法 的 近似 计算 

”和 确 地 解 出 冯 准 固有 值 半 题 ,而 当即 很 大 时 ,这 就 不 是 容易 的 事 。 因 
此 就 希望 有 另外 的 方法 来 求 固 有 值 的 上 下 界 。 为 方便 计 ， 以 下 就 
有 有限 纵 矢量 的 固有 值 问 题 (§ 引导 出 上 下 界 公 式 ， 这 些 车 果 对 于 任 


的 站 有 全 内 是 加 者 下 六 ， 
取 “试验 矢量 ”2&，, 把 它 看 戊 是 :第 个 图 有 矢量 26 的 近似 矢 
量 , 计 算 
7 (WD) 
， (v,B B-1p) 《70.1) 
22 Wy Ba) v= AUC— J (UU) Bu. 


著 蕉 确 地 有 = 二，， 期 必 J (0) 一 和 ay 全- 0 ae? 二 0, 因 此 8? 可 和 看 做 
是 很 小 的 数 。 因 为 ， 
(9 Biv)=(Au, BT AU) —27 0) Wu, Au) 十 2 (uu, Bu) 


= (Au, B-14Au) —7 (u)?(u, Bu), (70.2) 
所 以 &? 义 能 表示 成 
$2 (Ag, A _， 2 
: 一 可 7 ED) ， (70.3) 
用 团 有 面 数 & 将 到 展开 , 训 
8 一 了 2 (70.4) 


于 是 根据 22 的 正 交 性 (6.2), 从 (70.1),，(70.3) 就 得 到 
SAE 1 
TD) = | 


2 (0) = 2 


(70.5) 


在 这 里 用 到 了 (4u?, B71M uD) = 和 Nw (Bu, UD) =MoOm 
可 是 由 于 入 志和 <… 世 入, 所 以 对 于 所 有 的 8=1, 2,…,n， 
NA2— (Mit A Nt NN = My— M1) MO— NM) 0。 (70.6) 
用 识 乘 上 式 并 就 相 加 , 册 有 


习 题 - 119 
卫生 训 一 04aT) 工 入 强 T 和 av 闪 >0， (70.7) 
用 上 经 除 上 式 , 井 将 (70.5) 代 入 , 旭 得 


DMD TD -M0 7 (70.8) 
若是 入 的 精确 近似 值 , 且 融 和 并 不 是 纤 重 的 , 划 
A 1<T < ， (70.9) 
以 下 都 作 这 样 的 假定 ,从 (7Qr8) 得 
完全 同样 地 可 得 
. 22 


以 上 两 个 式 子 分 别 烙 出 了 入 的 上 界 和 下 界 。 因 为 这 些 式 子 的 右边 
牙 别 含有 Xi hi 所 以 为 了 求 和) 的 近 但 值 ;》 似乎 必须 要 知道 
hz 但 当 ?很 小 时 ,只 要 知道 Ns1 的 大 略 的 值 ,就 能 求 得 X 的 精 
确 值 ,而 且 可 以 得 到 很 好 的 精 果 。 


习 题 


1. 证 明 $ 56 的 4% 二 是 满足 边界 条 件 ao) 一 0 的 
2.J'[ ul=— (PU rT2) AT + 2 (G1) 


的 最 大 值 。 将 它 齐 次 化 ,从 而 证 明 (57.1) 的 最 小 值 等 于 Q&. 
2. 直接 证 明 在 $57 中 恒 有 2L[9] <<2Ji[wj (仿照 (59.14) ， 并 利用 

Sehwarz 不 等 式 ) 。 
3; 斌 将 (657.4 那样 形式 的 x 代入 (56.4) 的 27[ 吉 J 中 求 8 的 上 界 ( 注 意 

边界 条 件 w(@) =1)。 

4. 在 $569 电导 座 问 是 (图 多 .了 中 , 识 G 是 轴 对 称 的 , 边界 卫 是 将 曲线 
y= xz)>0 楼 z 畏 旋转 而 得 的 面 ，Fo, Tz 分 别 是 平面 2=Q0, 2=41 与 G 的 
截 口 。 电 导 率 s(x) 仅 是 x 的 苹 数 。 就 用 $59~$ 61 的 方法 处 理 这 个 间 题 。 
特别 ,采用 x= 常数 作为 竺 势 面 ,以 曲线 东 yY 一 Qf (x)(0<a<1) 作 为 “电流 入”， 
对 于 Po) 1 之 天 的 电阻 RE, 就 导出 如 次 的 不 等 式 : 
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(积分 都 是 取 在 (ao， aa) 上 )。 和 并 注意 这 个 估计 当 了 MY 不 太 大 时 是 精确 的 。 从 


了 
工 十 本 三? 
a QZ 
5. 在 $63 的 例 中 ,引入 油 足 关系 
一 (2 一 到 ) (3 ~ yy) [ 工 十 az3 十 2 ] 
的 参数 a 来 改 民 上 界 , 开 利用 
0 一 ?十 8Bgrad02 一 0623 二 99 (dilvv=2) 
来 改 民 下界。 
6. 取 任 意 的 画 数 9 (z, 急 ， 并 在 (63.14) 中 使 0 一 7 十 (py 一 0o)， 
则 divo=2 满足 。 由 此 试 导出 不 等 式 


2 2 


但 设 G 为 音速 通 的 。 
7. 把 $64 的 理 蒜 推广 到 在 (64.1) 中 用 of 代 换 2 的 场合 。 
8. 在 867 中 , 散射 的 相 j 是 大 的 画 数 ， 而 >0 时 ，zeot5 具有 极限 了 。 
襄 明 为 要 导出 了 的 近似 值 公式 , 只 要 在 (68.4 ) 中 将 ieot 5 写成 7， 而 对 于 其 
他 的 项 合 #= 0 就 可 以 了 。 但 在 确定 w 8 的 固有 值 问题 中 %->e 的 边界 条 
件 ,不 用 (68.2) 而 取 v(x) = (常数 )z+o(1) 的 形式 。 征明 如 果 v(z) > 0， 合 
p(T) 一 2) 9? 则 所 有 的 园 有 值 都 不 比 革 小 , 且 有 al 8=c 。 由 此 导出 


?十 |- —u + Vi) ur" sy+t | Vuds, 
0 0 


但 是 满足 4 (0) =0 且 在 c-> 时 充分 快 地 具有 渐 近 形式 w~I+ ?yz 的 任 宴 
本 数 。 又 就 行 直 接 古 明 .上 入 竺 果 。 并 襄 明 对 于 这 样 的 豆 数 ,次 式 成 立 : 


~ oo oo 3 
-| wurde= | (w—) QZ 十 了。 
0 0 x ”> 


9. 当 六 Oo) = 一 时 ) 试 依 上 述 公 式 计 算 ?7 的 近似 值 。 


和 
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金 韦 临 


变 分 学 是 差不多 和 数学 分 析 辣 时 发 展 起 来 的 古老 的 数学 分 支 
之 一 ,主要 研究 泛 丽 ( 画 数 的 画 数 ) 的 极 值 问题 。 近 三 十 年 来 , 泛 夯 
分 析 理 论 有 了 很 大 的 发 展 ， 不 论 在 数学 的 理论 上 或 是 在 应 用 方面 
此 显示 重要 的 作用 ,而 变 分 学 就 是 泛 西 分 析 的 一 个 重要 租 成 部 分 。 
变 分 学 的 发 展 紧密 联系 于 它 在 力学 .物理 、 工 程 以 及 经 济 建设 
各 方面 的 广泛 应 用 。 变 分 法 理论 虽然 已 相当 广泛 ， 但 是 还 不 能 泣 


”是 各 方面 对 它 日 答 增 长 的 需要 ,不 断 地 提出 新 的 问题 。 便 如 ,在 对 


自动 调整 理论 中 的 最 佳 过 程 问 题 的 研究 中 , 1956~1960 苏联 学 者 
J. 0. TlorTpaxan 提出 了 最 大 原理 , 研究 了 西数 值 范 园 受 限制 的 情 
形 ,扩展 了 古典 变 分 理论 。 另 一 方面 , 近 十 几 年 来 ,， R. Bellman 所 
发 展 的 动态 规划 理论 ， 也 研究 了 不 属于 古典 变 分 学 范围 的 极 值 间 ~ 
题 ,所 得 到 的 最 优 性 原理 , 在 许多 方面 显示 出 它 的 作用 , 目前 已 汲 
步 青 出 它 和 I. C. Iomrpaam 的 理论 之 问 的 联系 。 此 外 , 象 宇宙 航 
行 理论 中 的 轨道 设计 和 计算 方面 也 既 常 提出 新 的 变 分 问题 。 可 以 


”“… 相信 ,今后 也 一 定 不 断 会 有 新 的 课题 涌现 。 


: 近代 处 理 极 值 闫 题 的 解 的 各 种 方法 也 有 很 大 的 发 展 。 有 些 方 
法 称 为 直接 方法 ,是 以 直接 从 求 极 值 的 积分 形式 出 发 , 避 有 驶 条 用 向 
分 方程 ,借助 于 一 些 极 限 运 算 ， 求 出 极 值 画 数 本 身 或 者 它 的 近似 。 


” 对 直接 大 法 的 理 芥 基础 ,也 有 较 深 大 的 研究 。 


日 本 数学 家 加 芯 敏 夫 著 的 变 分 法 一 书 ， 是 一 本 具有 较 高 水 平 
的 著作 。 作 者 以 简练 的 方法 ， 介 入 了 变 和 分 学 的 基本 理论 和 和 它 的 主 
要 应 用 ,对 于 数学 基础 较 好 的 读者 来 说 ,通过 这 本 书 可 以 较 快 地 掌 
担 变 分 学 理论 的 几 个 方面 的 主要 思想 与 方法 ， 而 打下 一 定 的 理论 
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”基础 。 

全 书 共 从 六 章 , 前 面 五 章 涉及 变 分 学 的 最 基础 部 个, 包括 变 分 
问题 的 提出 、 变 分 学 的 基本 方程 、 固 有 值 测 题 、 极 值 的 必要 与 充分 
条 件 ，Hamilton-Jacobi 理论 。 正 如 作者 所 指出 的 ,理论 的 介 癌 并 
不 拘 尝 于 数学 的 严密 性 ,但 还 是 中 表 扼 要 的 ,这 样 就 可 使 读者 对 古 
典 变 和 分 学 拘 基 本 理 座 得 到 相当 清晰 的 印 象 。 最 后 一 章 计 论 变 分 法 
在 近似 计算 中 的 应 用 ， 泛 醒 逗 留 值 的 上 下 界 问 题 乌 及 在 某 些 数学 
物理 问题 中 的 应 用 。 本 书 不 同 于 一 般 的 处 理 这 一 问题 的 书 的 地 方 
在 于 它 不 止 考虑 带 留 画 数 阅 题 ， 而 对 于 逗留 值 的 近似 计算 特别 是 
两 侧 估 计 作 了 较 多 的 讨论 。 对 Friedrichs 变换 作者 也 从 实用 方面 
作 了 介绍 ; 同时 所 讨 芥 的 是 一 般 的 凸 泛 醒 。 虽 然 从 近似 计算 的 角 
诬 来 甬 , 象 近似 序列 的 收复 性 ,试验 西数 如 何 选 取 吉 好 等 问题 没有 
触及 ， 好 象 不 够 脱 尽 ， 但 作为 变 分 学 的 应 用 来 看 是 有 寡 考 价值 的 。/ 
原 书 各 章 还 附 有 习题 ,可 供 寡 考 。 

”阅读 木 书 除 需 要 数学 分 析 . 物理 、 力 学 、 微 分 方程 的 基础 知 诚 
而 外 ,还 需要 一 些 数学 物理 方程 和 固有 值 则 题 的 基本 知识 ,这 些 内 
容 在 有 关 的 教科 书 中 是 可 以 找到 的 。 

原 书 附 有 参考 书目 录 , 根 据 近 几 年 出 版 的 情况 ， 还 可 以 作 一 些 
补充 ,这 些 书 都 是 苏联 学 者 乱 著 而 有 中 译本 的 。 

可 作为 教科 书 或 教学 参考 书 的 有 

汪 . 日 . BxXbeFOI5IT， 变 分 学 ,1958. 

M. A. .IapperypeB 和 了 了. A. .TocrepHRE， 变 分 学 教程 , 1950. 

B. HH, Crzprop 高 等 数学 教程 ,第 四 党 第 一 分 册 , 1953. 

关于 变 分 法 在 近似 计算 中 的 应 用 方面 还 可 参考 

C. 工 . Maxxnn, 数学 物理 中 的 直接 方法 ,1950 或 数学 物理 中 的 
变 分 方法 ;1957. 

C. I. Co6oxep， 泛 巩 修 析 在 数学 物理 申 的 应 用 ， 1950. 
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